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PREFAZIONE 

ALLE 

OPERE MATEMATICHE DI ENRICO BETTI 



Nella seduta del 4 dicembre 1892 la R. Accademia de' Lincei 
esprimeva il voto che ad onorare in modo degno la memoria di Enrico 
Betti, mancato ai vivi pochi mesi innanzi, si promuovesse una nuova 
e compiuta edizione delle sue opere matematiche. 

In adempimento del voto dell'Accademia esce ora alla luce un 
primo Volume che comprende i lavori pubblicati dal Betti negli undici 
anni dal 1850 al 1860: tra essi figurano le classiche ricerche intorno 
alla teoria delle equazioni algebriche e la monografia sulle funzioni ellit- 
tiche, che vanno tra le produzioni più profonde di quella mente eletta. 
I lavori si seguono nell'ordine cronologico della loro prima pubblicazione 
e sono riprodotti secondo il testo quale fu licenziato dall' autore, salve 
le correzioni di evidenti errori materiali o l' impiego, quando fu il caso, 
di simboli più conformi all' uso tipografico odierno, e salva ancora una 
eccezione per pochi luoghi, dove si rilevarono delle sviste di tale im- 
portanza da rendere incerti o. sospetti alcuni de' risultati conseguiti. Si 
è procurato per altro che il testo di questi luoghi, debitamente retti- 
ficato, si discostasse il meno possibile dal testo primitivo e corrispon- 
desse colla maggiore esattezza al pensiero dell'autore. Naturalmente di 
ognuno di questi cambiamenti venne fatto cauto il lettore con richiami 
ed opportune dichiarazioni a pie' di pagina. 
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Neir assumere per incarico deirAccademia la cura della nuova 
edizione delle opere del Betti non abbiamo consultato le nostre 
forze, ma unicamente l'affetto e l'ammirazione grandi che avemmo per 
lui vivo, lieti dell'occasione che ci si presentava di cooperare secondo 
il poter nostro alle onoranze verso un uomo tanto benemerito della 
scienza e dell'insegnamento. Nell'opera nostra, che, per quanto mo- 
desta, non è stata scevra di difficoltà, avemmo aiutatori zelanti ed 
efficaci i professori Bianchi, Tonelli e Volterra, amici e colleghi 
carissimi, ai quali con animo riconoscente presentiamo, anche in nome 
dell'Accademia, vivi ringraziamenti. 

Valentino Cerruti 

Segretario della Classe di scienze fìsichei 
matematiche e naturali. 
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MEMORIE 



I. 

SOPRA LA DETERMINAZIONE ANALITICA DELL'EFFLUSSO DEI LIQUIDI 
PER UNA PICCOLISSIMA APERTURA 

(Dagli Annali di Sciente inateinaticbe e fisiche^ t. I, pp. 425-443, Roma, 1850). 



Il movimento di un liquido, che esce per una piccolissima apertura pra- 
ticata in parete sottile, si è accennato finora nelV Analisi Idrodinamica come 
un caso di moto lineare, supponendo che tutte le molecole di un medesimo 
strato orizzontale discendessero verticalmente, animate di eguali velocità. Ma 
in questa ipotesi si ritiene come già stabilita una direzione del moto, quale 
non ha realmente luogo, e per conseguenza, se ne può dedurre coli* Analisi, 
soltanto ciò che è indipendente da questa direzione, come il celebre Teorema 
di Torricelli, della proporzionalità delle portate alle radici quadrate dei bat- 
tenti ; e rimane impossibile di determinare tutte le altre circostanze del movi- 
mento, le quali sono divenute di esclusivo dominio della Idraulica sperimen- 
tale. Io quindi ho rigettato ogni ipotesi sulla direzione del movimento, e ho 
integrato direttamente le equazioni ordinarie della Idrodinamica. 

Ho incominciato dal caso più semplice, cioè da quello dell'efflusso per 
una fessura piccolissima, fatta transversalmente nel mezzo del fondo orizzon- 
tale di un vaso, ed ho ottenuto coli' Analisi anche le trajettorie delle mole- 
cole, le leggi colle quali variano le velocità nell' interno della massa liquida, 
e quindi il coefficiente di efflusso. 

Il chiarissimo prof. Pacinotti, mio ottimo maestro e amico, ha avuto la 
gentilezza d'instituire apposite esperienze su questo caso di movimento dei 
liquidi, per verificare i miei risultati teorici ; e quelle, eseguite dal doti An- 
tonio Gianni, non hanno dato con questi che una differenza piccolissima, 
dovuta alle resistenze trascurate nell'Analisi, e alle inesattezze, che non si 
possono mai disgiungere affatto dai risultati sperimentali. 

In un vaso della forma di un parallelepipedo rettangolo, tenuto costante- 
mente ripieno di liquido, sia praticata nella parete rettangolare che ne constituisce 
il fondo, e che supporremo sottilissinm e orizzontale, una fessura di larghezza 
piccolissima, la quale, terminando ai due lati opposti, li divida ambedue per metà 
col suo asse longitudinale. È evidente che il movimento sarà a due sole coordi- 
nate; perchè, essendo identico in tutti i piani normali all'asse della fessura, 
basterà determinarlo soltanto in un velo Huido che sia in uno qualunque di questi. 
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Si ponga Torigine nel pnnto d' intersezione del piano, che si considera, 
celiasse della fessura, e si prenda per asse delle x la verticale. 

Le condizioni esterne alle quali è soggetto il movimento, e che debbon ser- 
vire alla determinazione delle funzioni arbitrarie dell'integrale, sono le seguenti: 

1.** Che la componente verticale u sia nulla per tutti i punti del fondo, 
ossia per a: = con y compreso tra :±: é e ir oo ; indicando con 2b la lar- 
ghezza della fessura, e riguardando, come abbiam detto, le dimensioni del 
vaso incomparabilmente più grandi di b : 

2.^ Che la pressione p sia eguale alla pressione jìq delVatmosfera in 
tutti i punti della fessura, cioè per a? = con y compreso tra ili A e zero : 
Io che si può assumere, come si è fatto da altri geometri in casi analoghi, 
avuto riguardo alla piccolezza di b : 

3.® Che la pressione p sia pure eguale a p^ alla superficie superiore 
del liquido, per .r = d altezza del vaso. L'altra condizione relativa alle pareti 
laterali rimane verificata di per sé; perchè, attesa la piccolezza della fes- 
sura, la velocità a quella distanza deve risultar trascurabile. 

Prendiamo il moto ridotto permanente, come suol farsi sempre nelle 
esperienze suU'effliisso dei liquidi. 

Supponendo udx -f- vdy = dk, le equazioni fondamentali della Idrodi- 
namica riduconsi alle seguenti 

(1) • ^V^ = 

(2) p = c — gx — — : 

dove e è una costante arbitraria, g la gravità, V la velocità risultante. 

Transformiamo la (1) in coordinate ellittiche del Lamé. Siano i fuochi 
delle Ellissi e Iperbole omofocali i bordi della fessura ; b ne saranno le eccen- 
tricità. S' indichino con /t i semiassi maggiori delle Ellissi, con v i semiassi 
reali delle Iperbole; avremo 

?/* x^ ?y* • x'^ 

Poniamo 

jii = b cos h.6 , r = é sen y , 

dove con h anteposto all'argomento s'indicano le funzioni trigonometriche 

iperboliche, per le quali esistono le relazioni (0 

e^ -\-er^ = 2 cos h.O , (^^ — H = 2 sen h.O, 



(*) Lt nutazioni sen h.B e cos hM hanno un si^iificato molto diverso da (inolio delle 
funzioni circolari dej^li archi multipli, sen. hb e cos. hfi, Queste indicano l'ordinata e l'ascissa 
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Con queste la (3) divengono 

(4) -Jl^ +— ^! = 1 -l! _fl__i. 

^ ^ ** cos* hM A* sen» hM ' *« sen« y b^ cos« y 

e quindi 

,- V {y=à cos h.6 sen y 

( .r = i sen A.d cos (p. 

Ora è noto che la transformata delle (1) è in generale, quando 6 e (p 
sono parametri di linee ortogonali tra loro, 

H V^ H;Vc 



d*an ponto di una circonferenza di raggio uno, determinato da un settore Tarea del quale 
è ihS: quelle indicano l'ordinata e Tascissa di un punto di una iperbola equilatera, che 
ha i semiassi eguali a uno, determinato da un settore la cui area è J ; ^ si dicono fun- 
zioni trigonometriche iperboliche. — Ho preferito queste notazioni; perchè sono state già 
usate dal prof 0. F. Mossotti nelle sue Lezioni di Meccanica e Idraulica date neiri. e R. 
Università di Pisa, e che ora sono sotto il torchio. 

(^) Si può dimostrare la equazione (6) nel modo seguente, applicando il metodo sem- 
plice ed elegante che per queste trasformazioni ha dato in generale il celebre C. G. I. 
lacchi nel voi. XXXVI del Giornale di Creile. 

Indichiamo con tt Tangolo che la normale alla Ellisse coordinata fa coll'asse delle J7, 
con ^ quello della normale alla Iperbola; avremo 

- — = H cos « , ;— - = H sen « , r^ = H cos /i , -— = H sen fi . 

;)a7 ^y Da? ^y 

Le derivate parziali di k saranno 

; — = — H cos « -»- ;^ — H COS ;^ T— = — H sen « -+- ;^ — H sen ^ ; 

t>a? dff D<p ^y ^B D<r 

onde, innalzando a quadrato e sommando, si ottiene 

Avremo inoltre anche le seguenti relazioni 

— - =1 ij7 cos « -f- rfy sen « , "57 = ^«^ co» fi-^dysen fi , 

a. il 

dalle quali essendo le curve coordinato ortogonali, e quindi 



si ha 
onde 






, sen B j^ sen « , , confi j^ cos « , 

dx = -^ de -^-^dtp dy^—^de -h ^^7- d(p ; 
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essendo 

ma dalle (5) si ha 

/ j^ cos h.O cos (f ^6 _ senA.^seny 

.-V ^ 7>:p ~~ b{cos^h.6 — senV) l\i/ ~~ b{cos^h.6 — senV) 



onde 



I ^ sen h.O sen y Dy _ cos A d cos <p 

\ l^x ~ b (cos^A.é^ — sen*y ) l^y ~ b {cos^h.6 — sen*y) 



H« = H'2 == ^ 



** (cos^A.d — sen V) * 
ciò che riduce la (6) e quindi anche la (1) a 

Si può assumere per un integrale di questa equazione la seguente espressione, 

k = C-hGoO -hGi(f-h 2Bm ^*^^ cos m(f' : 
onde derivando 

(Co — ^mBnig-'^^cosmy)cosA.^cosy — (Ci — 2mBme~**'^senm^)^(inhMsen(p 



. * (cos* hM — sen*y) 

(Co — ^mBn>g-^^cosmy)senA.^seny--l-(Ci — ImBme-'^^senm(f)cosh.0co9(p 
b{cos^h.6 — sen*y) 

colle quali espressioni si può sodisfare a tutte le condizioni enunciate, come 
andiamo a vedere. 



Si potrà quindi stabilire la equazione 

dove i due integrali debbono intendersi estesi a tutti gli elementi di un medesimo spazio. 
Le variazioni di questi integrali rapporto a un parametro di A, devono essere eguali; 
onde è facile dedurne 
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La prima condizione porta che u sia nullo per x ■-= con y compreso 
tra =!z A e zìz oo; i quali valori corrispondono, come si vede dalle (5), a 

ji 
y =- -:±: — e a d qualunque. Ma per questo valore di g> 

TX 

dzCi — ^wBwSenT»— er^^ senA.d 

^ sen* hM 

che, dovendo esser nullo qualunque sia 6^, dà 

Ci = , m = 2t 
essendo / numero intero. 

Poniamo ora, per introdurre anche Co sotto il termine sommatorio, 

Con ciò le (9) si riducono alle seguenti 

cosA.d cos (f y Gli er^^^ cos 2/y — sen h.O sen (p \ C^ ^*'^ sen 2/y 



?* = 



b (cos* A.# — sen* y) 

sen A.d sen y \ C2t er^^^ cos 2/y 4- cos h.6 cos y N Cgt ^"^ sen 2/^) 

A (cos* hM — sen* y) 
Aggiungendo e togliendo alla somma dei coseni 
Co er*^ cos 2<f -h {Ci — Co) e"^^ cos 4y H- (C4 — C^ -h Co) r-«^ cos 6y H- •• 

•••• + (C^, — Cu-t H h (—1 )' Co) <r<*'^*>^ cos (2/ 4- 2) y + ... 

e ponendo 

C« — C,,-3 4- + (-l)'Co- A,; 



equazione, che, dovendo esser verificata qualunque siano dk (^ i limiti, e necessario che 
abbia luogo anche per gli elementi uguali di spazio 

, , ds dw 
dxdy e -^ - 

e sia 

d'onde deriva immediatamente la (H). 
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e analogamente operando per la serie dei seni, si ottiene 

— (e-^ sen (2/ -f- 2) y -f- 6* sen 2/y ) sen h.6 sen y 

1 '"* r 

^^=77 — TTT T-T VAf^^"-^*'^ (^*cos(2/H-2)y-f-^*co82/<f)senA.dseny 

h{cos^liM — sen'9)-4- L^ ' 

-i-(^^ sen {2t -\-2)(f' + e^ sen 2/9Ì cos hM cos y • 

Sostituendo a ^* e a ^^ i loro valori in funzioni trigonometriche iperboliche, 
e osservando che si ha identicamente 

(cos hM — sen h.S) (cos h.6 cos (2/ + 2) y cos y — sen h.d sen (2t -f- 2) y sen 9) 

-f- (cos hM -f- sen hM) (cos hM cos 2/y cos y — sen A.d sen 2/y sen y) 
= 2(co8*A.d — sen* y) cos (2^ -f- l)y, 
(cos A.é^ — sen hM) (sen A.<9 cos (2/ + 2) y sen y -4- cos A.d sen (2/ + 2) y cos y) 
+ (cos hM -h sen hM) (sen A.d cos 2^y sen (f -f- cos A.d sen 2/y cos 9;) 
= 2 (cos* hM — sen* y) sen (2^ -f- 1) y , 

e ponendo A^ in luogo di -7-^ ; le nostre equazioni si riducono alle seguenti 

t-00 • 

(11) u = ^At é?-<*'^»^» cos (2^ -^ 1 ) 9^ 

(12) y = ^ A, <?-'"*■>* sen (2/ + l)y 
le quali, quadrate e sommate, daranno 

(13) ¥*=% A,«e-*«'*»>*+2 y cos2/iy y ArA,^,, ^sa^i.^nft 

La seconda condizione è, che la pressione p sia eguale alla pressione po 
deir atmosfera nei punti della fessura ; cioè per or = 0, con y compreso tra 
ZÌI b Q zero : ossia per 6 = con y qualunque, come è facile ricavar dalle (5). 



— 9 — 

■Per questi valori, indicando con Vo la velocità corrispondente, la (2) e 
la (ì'ó) danno 

V„* 

<==« t|^» t=MCK 

V,' = \^ A,* + 2 ^ cos 2(i (f, ^ At A,+,, , 

» — «1-1 1=0 

onde, posto per semplicità 

(14) 2(c-;)„) = D«, 

fssaX tl=.<X. £s=» 

D« =^ ^ Ai* -f- 2 S cos 2^1 9) V A( A(^/, . 
Da questa, che deve esser veritìcata qualunque sia 9, se ne deducono le seguenti 

( =. oc ( — oc 

e l'ultima deve esser verificata qualunque sia li. 

Le equazioni ottenute non possono evidentemente esser sodisfatte, se non 
che quando siano eguali a zero tutti gli A, meno uno solo A^ ; onde avremo 

(15) A, = D , A^^H = 

qualunque sia n, purché differente da zero. — Per determinare l'arbitraria y, 
osserviamo che la (11) deve dare la portata P, che è dovuta soltanto alla 
componente normale al piano della fessura. Se s'indichi con j la distanza 
di un punto da una dello pareti alle quali è normale l'asse della fessura, e 
con e la distanza tra queste pareti; avremo 

P = 2 l \ Uodvds; 



kJo kJq 



ma dv dz = b cos (pdfpds , 

e, dalla (11) ridotta colle (15), e postovi # ^^r per avere i punti della fessura. 

Uo = Dcos {2q-h l)(f ; 
quindi 

r n 

P =. 2Db I I cos (2(j -f 1)^ cosy d(f d^ 

— bcD l \ cos {2q -h2)(f-h cos 2yy | d(f. 
Questo valore è eguale a zero per tutti i valori di y, fuori che per q -^ 0. 
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Ora, la portata non potendo esser nulla, perchè reflusso deve aver luogo, 
si dovrà aver necessariamente 

(16) q = 0. 

La terza condizione dà la pressione p uguale a pò alla superficie supe- 
riore, per la quale ^ = d altezza del vaso, e (per la grandezza delle dimen^ 
sioni del medesimo rispetto a b) talmente grande, che il quadrato di e~^ 
risulta trascurabile, e quindi anche la velocità risultante Vd- Per lo che 
la (2) darà 

Po = c — gd, 

e eliminando tra questa e la (14) e — po, si otterrà 

(17) D* = 2(?a. 

Sostituendo i valori dati dalle (15), (16) e (17) nelle (11), (12) e (13), 
queste si riducono alle seguenti 

(18) u = I 2^ e-*^ cos (p -^ {2g{l 

(19) v = i 2gd c"^ sen y = f'2gd 

(20) Y=i'2^e-' =i2^ 

M-l-f(M — * ) 

Passiamo ora a dedurre da queste le principali circostanze del movimento: 
1.^ La (18) ci darà la portata P, la' quale come abbiamo già veduto, 
sarà espressa da 



t'(*'-' 


••) 


V 


-**) 


.u + jV- 


-*') 



P 

Ora la quantità 



17 

= 2hc\2g& I c.oi^q.dif>T^2bc\2gA — 



^=- = -T = ^'7854, 

2bc\^2g(!L 4 



la quale esprime il rapporto della portata al prodotto dell'area della fessura 
per t/2^tl , rappresenta quello che in Idraulica sperimentale si chiama coef- 
ficiente di efflusso. Dunque, // coefficiente di efflusso è eguale al quarto del 
raj)porto della circonferenza al diametro. 

I risultati ottenuti nel Gabinetto del prof. Pacinotti danno i^er valore 
medio del medesimo 

0,7635. 
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Le dimensioni del vaso che ha servito all'esperienze, erano 

Altezza =^(^5886 

Lunghezza. . . . *. = 0™,3355 

Larghezza nel senso dell'asse della fessura — 0"',0555 
Larghezza della fessura ~ 0™,0013. 

La differenza tra il coefficiente di effinsso dato dalle mie formule, e 
quello ottenuto dalla esperienza, è di 

0,02; 
quantità ben piccola, dovuta principalmente alla adesione colle pareti della 
fessura delle molecole del liquido, e alla coesione di queste tra loro. 

2." La (18) e la (19) danno per r = 

Quindi nel piano verticale che passa per l'asse la velocità orizzontale è nulla; 
e le velocità verticali, a una distanza per cui b* sia trascurabile rispetto 
a jf«*, sono in ragione inversa delle distanze \/{fi^ — **) dal fondo. 

3.*» La (20) ci mostra che la velocità risultante è funzione soltanto di fi. 
Dunque le superficie di egual velocità sono cilindri retti; che hanno per 
basi delle ellissi, i fuochi delle quali sono nei bordi della fessura, e giac- 
ciono in piani normali all'asse della medesima. 

4.® Se le equazioni, che rappresentano le trajettorie delle molecole, si 
pongono sotto la forma 

X = costante ; 
dovrà aversi 

— - u-h r— v = 0, 
la quale trasformata in coordinate ellittiche, diviene 

. Dd ^ 
che ha per integrale 

A = P(29 + <r«^sen2y), 
indicando con F una funzione arbitraria. 

Le equazioni delle trajettorie saranno dunque tutte comprese nella seguente 

2y -h ^*^ sen 2y = costante. 
Ora quanto più aumenta il valore di 6, tanto più diminuisce il secondo 
termine del primo membro, e la equazione si approssima a quella di una 
Iperbola coordinata 

2(f — costante, 



^ ( 1 ^ ^«e eos 2(p) -+- ^ e-'^ sen 2(/) = , 
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la quale poi contemporaneamente si approssima a quella del suo asintoto ret- 
tilineo. Dunque le traiettorie delle molecole in distanza dal fondo {e tanto 
ìniaore quanto più piccolo è b) possono riguardarsi' come rette convergenti 
all'asse della fessura e perpendicolari al medesimo. Ciò che è pienamente 
confermato dalle esperienze mentovate di sopra. 

5."* Se si dice a l'angolo che la tangente alla trajettoria fa coll'asse 
delle .r, si ha 

tanff a — : — = — = tan? cp : 

e 9 è l'angolo dell'asintoto rettilineo della Iperbola coordinata coll'asse 
delle X. Dunque in qualunque punto della massa liquida, il moto è nella 
direzione deli asintoto della Iperbola coordinata, che passa per quello. 
6.° Derivando nuovamente la equazione ottenuta, si ha 

rf'y sen h.B seny 

dx^ ~ b cos*y (cos*A.6^ — sen*y^) 

onde avendo la derivata seconda di ij lo stesso segno di seny, e quinìi 
della y medesima, le traiettorie volgono la loro convessità verso l'asse ver- 
ticale delle X in ogni loro punto. 

Le trajettorie e le velocità delle molecole nella vena esterna si otter- 
rebbero col cangiar soltanto nelle formule ottenute, il segno a senA.d; ma 
non possono aversi corrispondenti alla realtà, perchè non abbiamo soddisfatto 
la condizione, che su tutta la superficie esterna della vena abbia luogo la 
pressione costante po^ e perchè in quella, a piccolissima distanza dall'aper- 
tura, non esistendo più la continuità, come è noto, la equazione (1), e quindi 
tutte le nostre formule che da quella dipendono, non possono essere verificate. 
Ma l'andamento del liquido, dopo che è uscito del vaso, non influisce su quello 
che egli ha avuto già nell'interno, e quindi tutto ciò, che abbiamo sopra 
dedotto non rimane meno legittimamente stabilito per questa indeterminatezza. 

AGGIUNTA 

La trasformazione della equazione della continuità in coordinate ellit- 
tiche, della quale mi son valuto nella determinazione analitica deirefflusso 
per una fessura, ha il vantaggio di non cangiar forma alla equazione mede- 
sima. Questa proprietà non appartiene però esclusivamente alle coordinate 
ellittiche, ma è comune a un numero infinito di sistemi di cx)ordinate, le 
quali sono parametri di curve ortogonali e omofocali. Onde, con opportuna 
scelta di queste, si potranno trattare più casi, tra loro differentissimi, con 
una sola integrazione ; e molte volte le formule dedotte in un caso si traspor- 
teranno ad un altro, mutando soltanto il significato delle variabili. Il teo- 



— 18 - 

rema, che contiene la generalizzazione della mentovata trasformazione, è il 
seguente : 

Se e (p siano funzioni di x e di y definite dal sistema di equazioni 



(1) 






^i^ S^^ 

b^ sen* (y -f- n) b^ cos* (y + n) 



=-1, 



^^ T^o:* Tiy* T^a?* T^y* ' 7^^ ?a: "^ ^y ^y ' 

/a trasformata in e (p della 

(4) ^ + ^ = 0. 

Eummer, nel voi. 35 del giornale di Creile, ha dimostrato che le (1) 
e (2) rappresentano infiniti sistemi di curve ortogonali e omofocali. Onde, 
la (3) trasformata in funzione dei parametri e y, darà come è noto, 

dove 

7)^* "^ 7)y* ' 7)0,-* "^ 7)y« ' 

Dalle (1) ricavando i valori delle derivate parziali di 6^ e di y, qua- 
drandoli e sommandoli respettivamente, riducendo queste somme colle (2), e 
confrontandole, si ottiene 

H = H'. 
Dunque la (5) si riduce alla (4), come volevamo dimostrare. 
Corollario di questo teorema è la seguente proposizione : 
Se il sistema di equazioni, che determina 6 e (f in funzione di X e q^ è 



2 /, 2 

= 1, 



Zi «2 



(6) 



(7) 



A*cos*A.(6^-f-w) 6*sen*A.(6H-w) 

/> 2 ^ e 



b^ sen* {(f + n) b^ cos* {(p + n) 

^ 7»(»* 7^A« T»^* ;)/« 

J 7^*^ 7)^2 , 7^-Ji 7)^2 21 A 
l ^Q ^Q 7>A -di 



--1, 



(9) ^+^=-0. 
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trasformando in fi e fp la 

, Ve 
^^QXiX — 

^"^^ sen A ;)/ "^^^^ senU 

5e ottiene 

Infatti, se si pone x = log.tang. | ^, le (6), (7) e (8) si cangiano rispet- 
tivamente nelle (1), (2) o (3), colla unica differenza di x e q in luogo di 
;r e di y. 

Se A e ^ sono le coordinate polari sferiche, cioè X l'angolo di colati- 
tudine, e q quello di longitudine, la (8) è la equazione della continuità, nella 
quale si è supposto costante il raggio vettore, e le (1) e (2) rappresentano 
infiniti sistemi di curve sferiche ortogonali. 

Ora, ecco due casi di efflusso per piccole aperture, nei quali si deter- 
mina il movimento coUo stesso calcolo che io ho instituito per la fessura. 

Gaso I. Siano le pareti, tra le quali si muove il liquido, un piano oriz- 
zontale, un piano verticale, e una superticie cilindrica, che abbia per asse la 
intersezione delle due pareti piane. Il piano orizzontale sia la faccia superiore. 
Una piccolissima interruzione, di larghezza er^^ d'onde avrà luogo l'efflusso, 
che in questo caso sarà un getto di basso in alto, sia tra la faccia cilindrica 
e la parete orizzontale. Un' altra ne sia presso l'asse, dove insista una colonna 
di liquido, tenuta costantemente all'altezza d. 

Le condizioni, che debbon servire a determinare le funzioni arbitrarie 

dell'integrale, saranno: 1.° che, la velocità 2^ =^ -^ , nella direzione del rag- 
gio della sezione retta della parete cilindrica, sia nulla per r = 1 qualunque 
sia l'angolo polare ip; prendendo per unità il raggio della sezione medesima: 
2."* che la pressione;) sia uguale alla pressione |)o dell'atmosfera per ìp=0 con r 
compreso tra 1 e 1 — e^^: 3." che p sia uguale SLpo-hgd per r piccolissimo. 

Poniamo nelle (1) m-=0 e ;e ^ r- ; e per integrali delle (2) 

2, = log.r , 2i=r.\p, 

e serviamoci delle coordinate q (p che risultano dal sistema delle equa- 
zioni (1) e (2) così ridotto. In conseguenza del teorema sopra enunciato, la 
equazione della continuità sarà la (4), e le condizioni diverranno le due seguenti: 

1.° Che u -- ' *' . — sia uguale a zero, per y — ^ con 8 qualunque: 

1 / 7^/t* Ti/c* \ 

2." Che V = - y-^ -h J^f^^j sia egtiale a 2gd por fi = con y 

qualunque. 
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Ora, a cagione della piccolezza dell'apertura, potendosi riguardare r 
costante nell' intervallo compreso trar— ler=l — ^*, la equazione da 
integrarsi e quelle di condizione non differiscono da quelle che ho già trat- 
tato nel caso della fessura; quindi le formule dedotte in quel caso varranno 
anche per questo, e avremo 

u — i^ — er^ cosy , v = — - — (r^ sen y , 

Dalle quali si ricaveranno in un modo affatto uguale tutte le circostanze del 
movimento. 

Caso II. Le pareti, tra le quali scorre il liquido, siano un piano oriz- 
zontale, uno verticale e due superficie sferiche col centro comune sulla inter- 
sezione delle pareti piane, e che abbiano i raggi si poco differenti, che si 
possa trascurare il movimento nella direzione dei medesimi. Nella parete in- 
feriore, che supporremo essere il piano orizzontale, sia praticata un apertiura 
terminata da due raggi, che facciano angoli piccolissimi, e uguali ai, col 
raggio normale alla intersezione delle pareti piane, e dagli archi di circolo 
massimo che i raggi intercettano sulle due sfere. Questo quadrilatero misti- 
lineo sarà l'orifizio, onde avrà luogo l'ettlusso. Un'altra apertura sia sulla 
sfera maggiore, presso Y intersezione di questa col suo diametro verticale, e 
ivi insista una colonna di liquido, che abbia la superficie libera a una distanza d 
dalla parete orizzontale. 

In questo caso le condizioni alle quali deve esser soggetto il movimento, 

sono: 1.® che la velocità m = — r- nella direzione di k sia nulla per ^ = ir 
con Q compreso tra -^^ i> e ^ oo ; riguardando il quadrante incomparabilmente 

71 

grande rispetto a i» : 2.° che p sia uguale b, po ^ev X=^'^ con q compreso 

tra =ar é e zero : 3.° che p sia uguale a jOo + ^ (d — 1) per valori piccolis- 
simi di A; prendendo per unità il raggio della sfera maggiore. 
Prendiamo nella {!) m ~ e n -- 0, per integrali della (2) 
^i=X = log.tang. j A , jg = (» , 
per coordinate ^ e y, dati dalle equazioni così ridotte ; per il corollario del 
nostro teorema, avremo che la equazione della continuità sarà la (9), e le 
condizioni diverranno le seguenti : 

~^k 1 7T 

1.^ che u = - 7 sia nulla per (f = 7r con qualunque: 

T^X sen A " "^ 2 

1 /^k- ^A* \ 
2." Che V = — n- rbl + TT ) sia ^S»^^^ » 2.7d, per = con <f 
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qualunque; valori che danno senA — 1. Dunque avremo tutt3 le solite equa- 
zioni da sodisfare, e quindi i medesimi risultati, cioè 

^ — - — r- e-^ cos (f, v = ' — ^ <r^ sen y ^ 
sen/ sen/ 

seni 

onde, anche ih questo caso, il movimento può riguardarsi completamente 
determinato. 



17 - 



II. 



SOPRA LA RISOLUBILITÀ PER RADICALI DELLE EQUAZIONI 
ALGEBRICHE IRRIDUTTIBILl DI GRADO PRIMO 

(Dagli Annali di Sciente matemaiiche e fisiche, t. II, pp. 5-19. Roma, 1851). 



Lagrange, il primo, dimostrò (nelle Memorie dell'Accademia di Berlino 
per gli anni 1770 e 1771) che le radici di una equazione algebrica 

(1) x^'+px^' 4- qxV'-^ H htx-^u-^i) 

nella quale il grado /t è un numero primo, possono sempre essere date sotto 
la forma 



(2) 




essendo 








(a) 



V a*» = 0. 

W— 



L^range dimostrò ancora che i ju — 1 valori di R sono radici di una equa- 
zione di grado /i — 1, 

(4) B* -' 4- PB^' + QB"-^ H h SR + T = ; 

nella quale i coefficienti P, Q, — , S e T possono sempre essere espressi ra- 
zionalmente per quelli della (1) e per una radice P della equazione di grado 
1=1. 2. 3.... /i — 2, 

(5) P^ -h a?-*'' + iP''-" H h rP -I 5 = , 

dove a, b, .... r, e 5 sono funzioni razionali di ^, y . . . /, u, 

Abel trovò poi che, se la (1) è irriduttibile e risolvibile per radicali, 
la (4) deve necessariamente avere i suoi coefficienti funzioni razionali di 
quelli della (1); e quindi la (5) deve avere almeno una radice razionale: 
lo che sappiamo verificare sulle equazioni numeriche. 11 eh. signor professore 
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Malmstén ha dimostrato questo teorema con tutto il rigore e la chiarezza 
desiderabile, in una Memoria inserita nel voi. 34 del giornale di Creile. 

Evaristo Galois, in una Memoria che si trova nel voi. XI del giornale 
di Liouville, ha posto le basi di una teoria generale sopra la risolubilità per 
radicali delle equazioni algebriche irriduttibili, e l'ha applicata in particolare 
a quelle di grado primo. Il teorema di Abel si trova in essa nuovamente 
stabilito, completato coll'inverso e trasformato in quest' altro : « affinchè una 
«i equazione irriduttibile di grado primo sia risolubile per radicali, è neces- 
« sario e sufficiente che tutte le radici siano fimzioni razionali di due qua- 
(i lunque tra loro y> . La profonda teoria, e la deduzione dalla medesima del 
teorema enunciato sono esposte però in un modo, per concisione esagerata, 
quasi inintelligibile. Ma il eh. sig. Serret, in una Nota del suo Trattato di 
Algebra superiore, ha annunziato, che il eh. sig. Liouville ha intenzione di 
pubblicare un giorno alcuni sviluppi, coi quali egli ha potuto render chiaro 
e completo il lavoro di Galois. Contuttociò, poiché Malmstén ha posto già 
la scienza in pieno possesso del teorema di Abel, io credo non sarà discon- 
veniente né inutile il dimostrare, valendosi di teorie già sviluppate nell'Algebra, 
come questo si può trasformare in quello di Galois; e richiamando l'atten- 
zione sopra questo frutto, che il giovane geometra ebbe il tempo di ottenere, 
quasi unicamente, dalle sue profonde vedute, far voti che il celebre Liouville 
non privi più a lungo il pubblico dei risultati dello studio che ha fatto sullo 
medesime, e che le rcuderauno, non può dubitarsi, feconde di molto notevoli 
progressi nell'Algebra. 

Lemma I. Se si ritengono eguali ghindici numerici congrui rispetto 
al modulo primo (i, ed è 

n' n^l (mod. /t), 
si ha 



y 



t=o 



e quando n prende tutti i valori interi inferiori a (x, li li prende tutti 
anch* essa sebbene in ordine differente. 
I residui minimi delle quantità 

ri, 2n\ 3n\ ... , (/e — l)n' 

comprendono, come è noto, tutti i numeri interi inferiori a /t, quando n' è 
un numero qualunque primo con ^; onde si può porre 
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e poiché n'n^l (mod. /i), e quindi in'n^l (mod. /i), si avrà 

Ora, sia q una radice primitiva di /i, e 

(«) ^* ^ /i 

(mod. |u) ; 
{fi) Q"^n' 

moltiplicando l'una per l'altra queste congruenze, si ottiene 

^H^hf ^^ ^f ^ ^^ j (mod. fi) , 
e quindi 
ir) k^k' --=n — \. 

Dalle {a\ {y) e {fi) è facile dedurre che quando n prende tutti i valori 
interi inferiori a jw, tutti corrispondentemente li prendono ancora, quantunque 
in diverso ordine, le quantità k, U e ri. 

Lemma IL Le permutasioai di fi lettere, che rì ottengono in numero 
fi {fi — 1) da una sola colle sostituzioni (0, che consistono ìiel cangiare alle 
lettere gl'indici i in ai~r-b,. essendo a e b due numeri qualunque <C/^ 
(escluso per a il valore zero), le quali indicheremo col simbolo 

godono la proprietà, che due qualunque tra loro non possono avere più di 
una lettera allo stesso posto. 

Supponiamo che la permutazione, dalla quale si deducono tutte le altre, 
abbia tutte le lettere nei posti rispettivamente indicati dai loro indici, e che 
quelle ottenute colla sostituzione enunciata, prendendo in essa per a e b i 
valori e e d^ e e' , d\ abbiano eguali le lettere che sono nei posti A***"^ e 
^simo^ avremo 

ch-\-d==c' h-\-d! 



(*) 


(mod. /<) 


dalle quali sottraendo, 






(c-c'){h — t)^0. 



V*) Sui principi della teoria delle sostituzioni si possono consultare le lezioni XI e XIX 
del Cours cT Algebre supérieure di Serret, Paris, 1849. 

(*) Vedi i gruppi di permutazioni (F) e (G) ne^li esempi delle pagine 24 e 25. 
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e poiché h — t<iii, e quindi primo con ^te, si deduce 

e — e ^^0; 
la quale, essendo e e c'<Cfi, dà 

e sostituendo nello (t-) 

d = d 

Dunque due permutazioni qualunque ottenute colle sostituzioni (rf), le quali 
avessero due lettere allo stesso posto, le avrebbero tutte, e sarebbero identiche. 

Lemma II f. Date ii lettere, essendo al solito /i numero primo, sopra 
le quali siano possibili soltanto le sostituzioni che non lasciano più di una 
lettera allo stesso posto; le pei^mutasioni che si potranno ottenere colle 
medesime, saranno in numero di /f (,a — 1), e si dedurranno tutte da una 
sola colle sostituzioni (à), le quali unicamente saranno possibili. 

Poiché iu questo caso non si hanno due permutazioni che abbiano due 
lettere allo stesso posto, è evidente che non si potranno avere più di /i — 1 
permutazioni, che abbiano una lettera, per es. Xq, in uno stesso posto; dunque, 
essendo /( i posti, non si potranno avere in tutte più di /i(/« — 1) permu- 
tazioni. 

Vi saranno tra queste alcune, le quali non avi-anno nessuna lettera nello 
stesso posto. Infatti, prendiamo una permutazione P che abbia Xo nel primo, 
e il gruppo G composto delle ,u — 1 , che hanno la stessa Xo nel secondo. 
Le lettere differenti che potrà avere allo stesso posto la P con la G non po- 
tranno essere più di /i — 2 ; perché non potrà avervi certamente la Xo e quella 
che é nel 2.^ posto. Due permutazioni delle G non potranno avere una stessa 
lettera allo stesso posto colla P ; poiché in tal caso ne avrebbero un' altra 
tra loro oltre la Xo. Dunque, poiché le G sono in numero di ju — 1, una P' 
di esse dovrà rimanere senza nessuna lettera allo stesso posto colla P. 

La sostituzione, mediante la quale si passerà dalla permutazione P alla F, 
sarà circolare delFordine /«. Poiché, se ciò non fosse (come può vedersi in 
una Memoria di Cauchy inserita nel Voi. X del Giornale della Scuola Po- 
litecnica), si passerebbe dall'una all'altra con una sostituzione, che sarebbe 
prodotto di più sostituzioni circolari degli ordini tw, n, p ecc., tali che 

m + n-hp -hec, = (x; 

e due almeno delle quantità m^n.p ecc. dovrebbero esser disuguali; poiché 
la loro somma é un numero primo, e tutte ]> 1 , perché le due permutazioni 
non hanno alcuna lettera allo stesso posto. Ora se m^p, e si ripete questa 
sostituzione p volte di seguito , p lettere torneranno nei medesimi posti che 
avevano nella prima permutazione, e m saranno ancora in posti differenti. 
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Onde la sostituzione sarebbe tale che darebbe luogo a due permutazioni diffe- 
renti con/) lettere allo stesso posto, lo che, essendo ^^l, è impossibile. 

La sostituzione circolare dell'ordine /i, la quale abbiamo dimostrato do- 
vere essere possibile, potrà ripetersi /t volte di seguito, e darà un gruppo 
di /i permutazioni, due qualunque delle quali non avranno alcuna lettera allo 
stesso posto, e che, prendendo convenientemente grindici e la prima per- 
mutazione, che è arbitraria, potrà essere il seguente 



(A) 



Xo 1 X\ , X% , Xz »••••? '^a— 1 
X\ , Oj^ , X'^ , X\ ,...., ,^0 



\ X^i , Xq , Xi , Xì ,...., Xu.^i , 

nel quale si deducono tutte le permutazioni dalla prima, per mezzo della 
sostituzione 

<^> (!)■ 

dando a e tutti i valori interi <ju. 

Colle sostituzioni (5) non otteniamo che ju permutazioni, quindi ne sa- 
ranno possibili anche altre, che ora passiamo a determinare. Sia una di queste 

<«' CJ ■ 

Eseguiamola sopra tutte le permutazioni del gi*uppo (A), avremo il 
seguente 

•2?F(0) » ^F(i) ^ Xnz) , . . . , ^p(a— 1) 

*^Viì) » «^^(2) » «2?F(3) 1 • • • 1 «^F(O) 

(B) 

1 ^F(JX— 1) » ^F(C) J ^F(l) , . . . , XvcJ^Ì) 

Sopra ognuna di queste facciamo le /t sostituzioni comprese nel simbolo (5), 
ed otterremo ju' permutazioni, la forma delle quali sarà 

dove k e h sono due numeri qualunque inferiori a ju, e possono essere anche 
eguali a zero. 

Tra queste devono necessariamente alcune essere eguali, perchè le differenti 
abbiamo veduto non potere essere più di in{ix — 1). Supponiamo eguali quelle 
che si hanno prendendo per A e A i valori a, /?, e u\ ^ 

^F(a)-»-fl » «2?F(a-»-i)-hp 1 •2^F(a-»-2)-*-(i ••• i •^Fca-j-ut— 1)-»-3 ^ 
^F(aO-«-P'» i37F(a'-t-i)-»-fiS ^F(a'-»-8)-t-3' ••• » •^F(a'-»-a-i)-^P« 
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Dovendo essere eguali i termini corrispondenli, avremo, qualunque sia n, 

F (w + a) + /:? = P (n -4- a) +./?' ; 
e ponendo 

/ -— ii-L- iJ ^ a — it =z e , /?' — /? ^= aCy 
si otterrà la equazione 

¥{i+c) — ^{i) = ac. 
dalla quale è facile dedurne 

F (e) = ai -f- h. 

La (6), sostituendovi questo valore, diviene 



<'> (:i> 



e questa, che comprende anche la (5), contiene tutte le sostituzioni possibili 
sulle /i lettere, e per mezzo dì essa si dedurranno tutte le permutazioni da 
una sola ; come volevamo dimostrare. Questa e la proposizione precedente sono 
dovute a Galois, che si è servito di una senza dimostrarla, dell'altra con un 
abbozzo di dimostrazione. 

Lemma IV. Se la equasione algebrica 

F {x) - , 
che non contiene nessuna delle radici r,r\,, r^"^ di una equazione irri- 
duiiibile F(r) = 0, ha per radice Xi = (f{r)\ avrà anche ;r„ = y(r^'*0- 

Malmsten ha dimostrato questa proposizione, nel caso in cui r sia ra- 
dice di una equazione binomia di grado primo, cioè un radicale, nel modo 
seguente. 

Poiché g)(r) è radice di P(^) = 0, si avrà identicamente 

V{x) = [x-^(r)]xp(x). 

Cangiando r in r^'*\ P(.r) che non contiene r riman la stessa; onde si avrà 
ancora 

V{x) = [_x — ip{r'-')]xpn{x), 

e ^(r^''^) radice, come volevamo dimostrare. 

Teorema L Affinchè una equasione algebrica irriduitibile di grado 
primo sia risolubile per radicali, è necessario che tutte le radici siano 
funzioni razionali di due qualunque tra loro. 

Il Teorema di Abel stabilisce per condizione necessaria alla risolubilità 
per radicali della equazione irriduttibile (1); che i coeflScienti della ausi- 
liaria (4) siano funzioni razionali dei coefficienti della (1), e quindi invaria- 
bili per qualunque sostituzione che si eseguisca sulle radici Xi della medesima; 
ma essi sono anche funzioni simmetriche delle Rn date per le Xi dalla (3) : 
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duDque le sostituzioni possibili sulle xi non dovranno cangiare le funzioni 
simmetriche delle Bn, e saranno soltanto quelle, che, o lasciano invariabili 
le Bn, le convertono una nell'altra. Ora, poiché per il Lemma I, alla (3) 
si può dar la forma 

(8) B„=ii(|^«'ar,„)^ 

le sostituzioni che lasciano invariabili le Rn sono, come è noto, le circolari 






quelle che convertono le R,, una nell'altra sono evidentemente 
onde tutte le sostituzioni possibili saranno compreso nel simbolo 






e quindi, per il Lemma II, non potranno lasciare più che una lettera allo 
stesso posto. Dunque tenendo ferme due radici, per esempio Xa é Xb, le altre 
dovranno risultar completamente determinate, e non potranno permutarsi tra loro. 
Affinchè questo avvenga, dovranno esser tutte funzioni razionali dello due date; 
razionali, poiché se contenessero anche una radice r di una equazione irri- 
duttibile, per il Lemma IV, sostituendo a r le altre radici della stessa equa- 
zione, senza cangiare Xa e Xb, si permuterebbero tra loro le radici della 
proposta. 

Teorema II. Se tutte le radici di una equazione sono funzioni razio- 
nali di due qualunque tra lorOj la equazione medesima è risolubile per 
radicali. 

Egli è evidente che, essendo tutte le radici funzioni razionali di due 
qualunque tra loro, potranno eseguirsi sulle medesime soltanto le sostituzioni 
che non lasciano più di una lettera allo stesso posto, e che per il Lemma III, 
sono tutte comprese nel simbolo 



« CJ^ 



le quali lasciano invariabili le funzioni simmetriche delle R„. Dunque i coeffi- 
cienti della (4) saranno invariabili per tutte le sostituzioni possibili sulle 
radici della proposta, e saranno funzioni simmetriche di queste, e quindi 
razionali dei coefficienti: una condizione necessaria alla risolubilità per ra- 
dicali della (1) é quindi adempita; ma dimostriamo che avrà luogo di fatto 
questa risoluzione. 
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Alla serie dei numeri naturali inferiori a jic sostituiamo, per indici di R 
nella (8) , la serie delle potenze pure inferiori a ju di una radice primitiva q 
del numero primo jU, e poniamo Rp* = Afc; avremo 

Le sostituzioni possibili sulle x sono unicamente quelle comprese nel sim- 
bolo (7), il quale ponendo 

(mod. /i), 



si trasforma nel seguente 






e a queste corrispondono per le radici Ax della (4), le sostituzioni 



/A. \ 

\A,J 



Dunque sulle /i — 1 radici della (4) sono possibili soltanto lo sostitu- 
zioni circolari dell'ordine /i — 1, e quindi la medesima è risolubile per ra- 
dicali col metodo di Gauss per le equazioni binomio ('). Dunque le ^ date 
dalla (2) in funzione delle radici della (4) saranno esprimibili per radicali, 
come volevamo dimostrare. 

Esempi 

1.0 Se iu=3 tutte le sostituzioni possibili non lasciano più di una let- 
tera allo stesso punto, e sono comprese nel simbolo (7); 

Dunque la condizione necessaria e sufficiente alla risolubilità per radicali, 
cioè che una radice sia funzione razionale di due qualunque delle altre, come 
si può vedere anche direttamente dalla equazione stessa, è sempre soddisfatta ; 
e le equazioni di 3° grado si possono sempre risolvere come è già noto da 
molto tempo. 



(») Vedi Serret. Coun d'Alfj. sup., Lez. XXVII. 
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2." Per jiA = 5 le permutazioni ohe non hanno più di una lettera allo 
stesso posto tra loro, sono le 20 s^uenti 



(G) 



y J. y, 3^0, xi, xt, Xi, X,; yj^^^ ) 
( Ja.- ) ; -P-" ^3 , ^. , ^4 , .p, ; (J^.^^) 

•*^4Ì-t-3/ \*t^4Ì-»-4' 



^1 » «^2 » *^3 » ^4 1 ^0 1 

«2^3 » •^4 ? «^0 ' ^1 ' ^*' ' 

^2 » ^^4 1 *C\ ) ^3 7 ^0 > 

i2?4 , J?i , i2?3 , i^To , Xi\ 

X\ y X\ ) Xf y Xq f ^3 ) 

Xz ) i2?l 1 X^ 9 i^Tj 9 ^0 J 

«270 t •2^4 » *^Z 1 ^2 > •*'l > 

tX'2 1 ^1 ? «270 , ^2^4, Xz > 

•2^4 7 Xz ^ Xt ì X\ y Xo • 



Il numero delle permutazioni possibili in generale è di 120; dunque po- 
tranno eseguirsi sulle radici anche altre sostituzioni, oltre quelle comprese 
nel simbolo (7) {*); e non è soddisfatta la condizione necessaria alla riso- 
lubilità per radicali. Lo stesso è facile a osservarsi per i gradi superiori. 
Dunque le equazioni irriducibili di grado primo superiore a tre non possono 
risolversi per radicali, come il primo trovò il celebre BufBni. 



(*) Le altre sostituzioni possibili, per mezzo delle quali si ottengono 
le 100 permutazioni, sono tutte quante comprese nel simbolo 






dove si può prendere per a, b, e e tutti i valori intieri inferiori a 5 (escluso 
per a lo zero). 

Indichiamo con 



\Xfn. f 
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una sostituzione per mezzo della quale si passa dalla prima delle (6) a una 
delle altre 100. Eseguiamola sopra le 20 permutazioni del gruppo (G); ne 
avremo altrettante, il tipo delle quali sarà 

Sopra ognuna di queste facciamo tutte le sostituzioni 



\^ai^b/ ' 



Si otterranno 20* permutazioni, che avranno per forma tipica 

Ora, tutte le differenti permutazioni possibili con 5 lettere non possono es- 
sere più di 120; dunque alcune delle 20* così ottenute saranno identiche, 
e per alcuni valori delle costanti a, b, e, d, au ^i, Cx e di dovrà esser verificata, 
qualunque sia i, la equazione 

(1) cf{ai -^b)~^d = Ci f{aii -h Ai) + di . 

Poniamo 

a,i^bx = ¥{(ù + \) 

(2) 

ai -4- 6 = F (o)) ; 

eliminando la i si ha 

àF (o) -!- 1) — ai F («) = bia — *«, , 

dalla quale, come è noto, si ricava 

bia — bux 



F 



H = c(f)" 



a — Ui 
essendo C una costante arbitraria. 

La (1), sostituendovi i valori (2), diviene 

e, f{Y{io) -+- l) - Cf{¥{uy)) ^d-d,, 

la quale ha per integrale 

dove D è una costante arbitraria. 

Alle quantità a, ^i, e ^ Cx indipendenti da i possono so::»tituirsi le po- 
tenze di q radice primitiva di 5 delle quali sono residui; onde essendo 

Al — A = a , k — Al = /i/ 
avremo 

^ a — ax a — ax 
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Eliminando ^*^, si 


ottiene 


f(ai'^b) = 


^(.•^.H 




c« 


Pongo 




ai-^h^ 






rf — d, 

-- e 


ed ho finalmente 





è. 

bai — &i g y , rf — rfi 



Ci — e 



D^^ PP/ ^a, — ^ia \_ 



PP/ ^a, — ^ia \ 
C \ a — a, / 



*, 






fi^i)^{ai-^-hY + c, 

Resta per determinar l'esponente X la condizione, che /(O non abbia 
due valori eguali, per valori differenti di i. Se questa condizione non fosse 
verificata, si avrebbe una stessa lettera in due posti di una medesima per- 
mutazione; lo che non può essere. 

Dovrà essere X un numero primo e inferiore a ,a-^l = 4. 
Infatti, supponiamo jtc — 1 multiplo di A, avremo 

^i _ 1 = Arf ; 
e si troveranno due valori di e, ii e ù per i quali sia 

Q^ = aù + b 

(mod. Il) 
Q^'^ = ait + b 
onde 

f{ii) ^ (aii -hb)'^-hc = Q^'^-{-c 

f (i,) = {ati -hb)^-hc ^-- Q^i^'''^ + e 
ma 

Q^^ = ^p-» = 1 , (»<f^»^ = 1 ; 
quindi 

e il e tt numeri differenti, lo che è impossibile. Dunque X dovrà essere primo 
e inferiore a 4; e potrà essere soltanto eguale a 1, o a 3; e /^ sostitìaioni 
possibili su 5 lettere saranno tutte comprese nei due simboli 
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III. 



UN TEOREMA SULLE RISOLVENTI DELLE EQUAZIONI RISOLUBILI 

PER RADICALI 

(Dagli Atinaìi di Scienir matematicbe e fisiche^ t. II. pp. 102-ioj. Roma, 185 1). 



Le risolventi lagrangiane delle equazioni algebriche di grado /e primo 
risolubili per radicali hanno sempre, oltre il fattore razionale di primo grado 
scoperto da Abel, anche tanti fattori razionali di grado /i, quanti sono i nu- 
meri primi inferiori a /t — 1, le radici dei quali sono esprimibili per radicali. 

Nella Nota inserita alla pag. 5 (') del fascicolo di gennaio di questo anno 
ho dimostrato già, che una equazione di grado /e primo è risolubile por ra- 
dicali soltanto, quando non sono possibili sulle radici della medesima altre 
sostituzioni che quelle comprese uel simbolo 

e quindi, che una delle radici della risolvente lagrangiana 

è invariabile per tutte le sostituzioni possibili, e perciò esprimibile razionalmente 
per i coefficienti della proposta. Ora, se si eseguiscano sulla (1) lo sostituzioni 

dove X è un numero primo con ju — 1, avremo altre fi radici della risolvente 
Po = Z ( Z ^^^iV^ ) = Z ( Z «'^»^?* 1 ' 

Pi = Z ( Z ""'^iV^-^i ) = ^" ( > cc'a^iY^, ) ' 

h-1 \ 1=0 / h^ì \ ^ / 

Pi = Z ( Z ^'^iY^^2 ) = Z ( Z «•^i^P**2 1 ' 

p.a-i= Z ( Z «•^»^?*^«^i) = Z ( Z «•^•v-^p-ir 



(*) V. !>. 17 (li questo volume. 
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Qui è facile a vedersi che a ogni sostituzione (a) sulle xi corrisponde sulle P» 
una sostituzione 



\Pai-i-bf 



Dunque tutte le sostituzioni possibili sulle radici della proposta o lasciano 
iuTariabili le Pj o le convertono una n^lValtra, e quindi le funzioni simme- 
triche delle medesime saranno esprimibili razionalmente per i coefficienti della 
proposta ; e, poiché sulle P, non sono possibili che le sostituzioni che deri- 
vano dalle (a), e perciò le sole (y), la equazione che ha per radici le P», 
e che è un fattore della risolvente, avrà i coefficienti razionali e sarà riso- 
lubile per radicali. 

Se sì osserva che A può essere eguale a tutti i numeri inferiori e primi 
a ju — 1, è evidente che il teorema è completamente dimostrato. 

Il sig. Eduardo Luther, in una sua Memoria inserita nel tomo 34 del 
Giornale di Creile, dimostrò con altro metodo che la risolvente delle equa- 
zioni di 5® grado risolubili per radicali è sempre decomponibile in due fattori 
razionali, uno di primo e Taltro di 5^ grado; proprietà che è un caso par- 
ticolare del teorema qui dimostrato. 
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IV. 

ESTRATTO DI UNA LETTERA AL PROF. B. TORTOLINI 

(Dagli Annali di Scienie walematicbe e fisiche^ t. Il, pp. 246-247, Roma, 1851). 



Pistoia, li 4 maggio 1851. 

Sig. Professore, 

Ora sto scrivendo una Memoria : ** Sulla risolìisione delle 

equazioni algebriche » . I problemi che ne fanno soggetto sono i seguenti : 
« Determinare in generale le condizioni necessarie e sufficienti affinchè una 
equazione irriduttibile qualunque sia risolubile P. per radicali; 2**. per 
radici di equazioni di grado inferiore; 3^ quanto una equazione non sia 
risolubile né per radicali, né per radici di equazioni di grado inferiore, 
determinare le equazioni che definiscono i pia semplici irrazionali, per i 
quali possano esprimersi le radici della proposta » . Sulle tracce poche e 
interrotte lasciate da quel profondo ingegno di Galois, e che si trovano nei 
frammenti pubblicati da Liouville nel voi. XI del suo giornale, ho risoluto 
completamente il primo ; e avendo già nella mia prima Nota dimostrato quel 
che riguarda le equazioni di grado primo, ora sviluppo in particolare quel 
che riguarda l'equazioni il grado delle quali è il prodotto di più numeri 
primi. Già Abel era giunto in parte per altra via alla soluzione di questo 
importante problema; ma si è trovato ne' suoi scritti poco più che l'enun- 
ciato de' teoremi ; la morte avendo rapito anche lui troppo presto alle scienze. 
Ho risoluto anche il secondo problema. Ma quanto al terzo, l'ho soltanto toc- 
cato un poco. Bisogna però riflettere che esso contiene in sé, direi quasi, 
tutta una scienza nuova, e la sua completa soluzione attende probabilmente 
nuove scoperte nella Teoria de' numeri, e specialmente nella Teoria della 
riduzione delle forme; e già Eisenstein nel voi. 27 del Creile ne fece ve- 
dere l'utilità per le formule di risoluzione delle equazioni dei primi quattro 
gradi, e anche Hermite ha palesato in una lettera a Jacobi, ultimamente 
pubblicata nel Creile, voi. 40, fase. 4®, di nutrire speranza di utilità nell'ap- 
plicazione al problema algebrico della Teoria delle forme che egli coltiva 
con tanto successo. 



— 31 



SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE 

(Digli Annali di ScUn;ie maUmaticbe e fisiche, t. HI, pp. 49-115, Roma, 1852). 



Nella presente Memoria ho preso a trattare colla massima generalità i 
problemi relativi alla risolubilità delle equazioni algebriche, che si proposero 
i due sommi geometri Abel e Galois, e intorno ai quali, per la morte che 
li rapì ambedue alla scienza ancor giovanissimi, non poterono lasciare altro 
che poche traccio della via tenuta per raggiunger lo scopo, e molti dei più 
importanti teoremi, ma privi in gran parte delle loro 'dimostrazioni. 

Dopo che Paolo Ruffini di Modena ebbe dimostrata l'impossibilità di 
risolvere per radicali le equazioni di grado superiore al quarto in generale, 
Abel il primo si propose di determinare la condizioni da verificarsi, affinchè 
una equazione di grado qualunque fosse in particolare risolubile per radicali. 
Il metodo da lui seguito in queste ardue ricerche si trova in parte abbozzato 
in un frammento di memoria ritrovato tra le sue carte, e pubblicato nella 
collezione delle sue opere fatta per cura del professore Holmboe. I chiaris- 
simi sigg. Malmstén e Luther hanno sviluppato, ed esteso nel Giornale di 
Creile questo bel metodo, per applicarlo, il primo, alla dimostrazione del 
teorema di Abel sulla risolubilità delle equazioni di grado primo, il secondo 
alla determinazione dei criteri di risolubilità delle equazioni di 5^ e 6^ grado. 

Galois quasi contemporaneamente all' Abel meditava sullo stesso pro- 
blema e 17 mesi dopo la morte di questi, presentava all'Accademia delle 
Scienze di Parigi una memoria dove esponeva una nuova e profonda teoria 
da lui creata per risolvere il problema preso sotto un punto di vista più ge- 
nerale, e l'applicava alla dimostrazione di un teorema sulla risolubilità per 
radicali delle equazioni di grado primo, il quale non è, come io ho già fatto 
conoscere (*), che una trasformazione di quello di Abel, poi dimostrato da 
Malmstén, e del quale egli non poteva aver cognizione. Poisson e Lacroix 
eletti a riferire sulla medesima la ritennero quasi inintelligibile, e rimpro- 
verarono al giovine autore la mancanza della chiarezza. 



(*) Vedi: Annali di scienze mat. e fis„ cuinpilati «hi H. Turtolini, t. II. pi». 5-lM: 
(od anche pp. 17-27 di questo volume). 
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Il chiarissimo sig. Liounlle, pubblicando questa Memoria, e altri fram- 
meati sullo stesso soggetto ritrovati dopo la morte di Galois, annunziò di 
esser giunto, dopo aver colmato alcune leggiere lacune, a riconoscere Inesat- 
tezza intera del metodo col quale è provato in particolare il rammentato teo- 
rema, e fece conoscere la intenzione che egli aveva di pubblicare un Com- 
mentario per completare certi passaggi, e rischiarare certi punti delicati di 
quella Memoria. 

Le condizioni di risolubilità per radicali delle equazioni di grado primo 
possono pertanto ritenersi determinate e dimostrate con ambedue i metodi 
dei due sommi geometri. Rimanevano però fìn ora da determinarsi quelle 
relative alle equazioni di grado non primo, molte delle quali trovansi annun- 
ziate da essi sotto forme differenti, può dirsi senza dimostrazione, nei fram- 
menti postumi. Riempire questa lacuna è l'oggetto principale del mio lavoro. 

Io ho istituita con qualche novità una teorìa delle sostituzioni, e per 
mezzo di essa ho potuto dedurre con facilità e rigore dalla bella teoria del 
Galois che ho sviluppata ed estesa, la determinazione delle condizioni di 
risolubilità per radicali, delle equazioni di un grado qualunque, e dimostrare 
tutti i teoremi relativi, tanto sotto la forma nella quale li annunziò Abel, 
quanto sotto quella colla quale li annunziò Galois, e aggiungerne alcuni 
nuovi per completare la soluzione del problema. 

Le condizioni generali necessarie e sufficienti alla risolubilità di una 
equazione di grado qualunque non le ho date soltanto per il caso in cui vo- 
gliasi una risoluzione per radicali, ma anche per quello in cui ci contentiamo 
di averla con radici di altre equazioni algebriche ; e ho accennato un principio 
di classificazione degVirrazionali, il quale spero di potere sviluppare in altro 
lavoro. 

Ho divisa la Memoria in due parti. Nella prima ho esposta la teoria 
delle sostituzioni: nella seconda la determinazione delle condizioni di risolu- 
bilità delle equazioni algebriche. 



PARTE PRIMA 



CAPITOLO PRIMO 

DELLE SOSTITUZIONI 
I. 

Principi del calcolo delle sostituzioni. 

1. Una sostituzione è la operazione mediante la quale si passa da una 
ad un'altra permutazione di più quantità. 

Ci serviremo di una sola lettera x con diversi indici i posti al basso 
per distinguer tra loro tutte le quantità che entrano nelle permutazioni. 
Pei-ciò potremo ritenere che ogni sostituzione si eseguisca sostituendo a tutti 
gli apici i una funzione tf(i) dei medesimi ; e la indicheremo colla notazione 






La fimzione y(e) dovrà godere la proprietà di prendere per tutti ì va- 
lori successivi di i, li stessi valori che prende i, ma in ordine differente. 
2. Adotteremo diversi sistemi di apici secondo il numero n delle lettere. 
P. Se 

n=p, 
e p numero primo, prenderemo per apici le p radici della congruenza 

iP ^ i (mod. p) , 

lo quali saranno i numeri naturali da zero a jo — 1 ; poiché riguarderemo 
eguale a zero la parte di ogni numero multipla di p, 
2®. Quando sia 

n=p'* , 

p un numero primo e v un numero qualunque, ci serviremo per apici, delle p^ 

radici della congruenza 

(1) i^' =i{moLp). 

Galois ha osservato che, se 

F(0 = (mod. p) 
è una congruenza irriduttibile di grado r, e t una radice incommensurabile 
della medesima; tutte le radici della (1) sono date dalla espressione 

2 =ir ao 4- ai / -h fljj /* -f- . . . H- Ov-i T"* ; 
dove <Jo » <^i • • • • *^-i prendono successivamente tutti i valori interi minori 

5 
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iì p, e si riguardano eguali a zero le quantità multiple iip{^). Le pro- 
prietà principali di questa specie di numeri complessi sono state poi dimo- 
strate con molta chiarezza e rigore dal sig. Schònemann in una Memoria in- 
serita nel tomo 31 del giornal di Creile, intitolata : Grundsiìge einer allge- 
meiner Theorie von hòhern Gongruenzen, 

3. Se 

n=^p* qv-r"^ . . . , 

e p, q, r, ... numeri primi, e r, /(, cr , ... qualunque, distingueremo le quantità 
con più apici per ciascuna lettera, i quali siano della natura dei precedenti, 
cioè radici delle congruenze 

AP' = /e (mod. p), h^^ = h (mod. q), r' = / (mod. r), 

Per brevità, in questa prima parte, indicheremo le sostituzioni col semplice 
segno delle funzioni degli apici che debbono sostituirsi ai medesimi per ese- 
guirle, servendoci per il segno di funzione, sempre di lettere greche. Cosi 

scriveremo y in luogo di ( * i . 

4. Le operazioni successive di più sostituzioni ^o ^i ^« . • . ^n-i equi- 
valgono a una sola sostituzione y che rappresenteremo, come il primo fece 
Cauchy (2), col prodotto di quelle : 

disponendo i fattori nell'ordine col quale sono state eseguite le rispettive so- 
stituzioni. 
Se fosse 

si avrebbe 

9 = 6*». 

5. Se ^ è una sostituzione circolare sopra p lettere, ripetuta p volte 
riprodurrà la permutazione d'onde siamo partiti ; perciò si avrà la stessa per- 
mutazione eseguendola a o b volte, quando sia 

a^b (mod. jo), 
e si potrà porre 

onde si dovrà stabilire 



(») Vedi: Journal de Liouville, t. XI, p. 398; ovvero, Bullctin de FérussaCy 
t. XUl, V 428. 

(«) Vedi: Journal de VÈcole Polytechnique, t. X. 
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6. Ogni sostituzione, che non è circolare sopra un certo numero di let- 
tere, equiyale a più sostituzioni circolari effettuate sopra lettere differenti, 
e quindi con un ordine qualunque (^). 

Siano yo yi ym-i queste sostituzioni circolari, avremo 

^ = yo yi 92 . V ym-i 

e ripetendola n volte, poiché è indifferente l'ordine con cui si eseguiscono 
le sostituzioni su lettere differenti, si otterrà 

d*» = 9^ 9^ y^ . . . y'»^.! . 

AflBnchè d** = 1 è evidente che dovranno esser soddisfatte le seguenti equazioni 

9% = 1 , y»», ^ 1 , q\ = 1 , . . q.^'n.^i = 1 . 

Se popi. . .pm-^i sono i numeri delle lettere sopra le quali rispettivamente 

SODO eseguite le sostituzioni (fofpi (fm-i ? queste equazioni non potranno 

esser soddisfatte a meno che n non sia divisibile per jt^o , ji?i , Pm-i • 

7. Chiameremo ordine di una sostituzione il numero che indica quante 
permutazioni differenti si possono ottenere eseguendola più volte successive, 
e che è la minima potenza della sostituzione, che dà per risultato Tunità. 
Ciò che si è stabilito noi due paragrafi precedenti dà i seguenti teoremi: 

P. Le polente di una soslitusione, gli esponenti delle quali sono congrui 
rispetto all'ordine, sono eguali tra loro. 

2®. L'ordine di una sostituzione circolare su p lettere è eguale a p. 

3®. L'ordine di una sostituzione qualunque è eguale al minimo divi- 
sibile per tutti gli ordini delle sostituzioni circolari sopra lettere diffe- 
renti, delle quali è il prodotto. 

4P. Se il numero p delle lettere è primo, ogni sostituzione di p******' 
ordine sarà circolare su tutte le lettere. 

5®. Una sostituzione di ordine primo f,oè circolare su p lettere, o è 
il prodotto di piU circolari su p lettere digerenti ciascuna. 

8. La sostituzione mediante la quale dalla permutazione ottenuta colla 
6"*, si torna a quella d'onde siamo partiti è Op-^ ; se ;> è l'ordine di 6. Ora 
poiché 6^ = 1 si potrà stabilire che 

ossia che un esponente negativo indica la sostituzione inversa a quella che 
rappresenterebbe quando si prendesse positivamente. 

Per passare dalla permutazione ottenuta colla sostituzione 6** a quella 
ottenuta colla ip"^ , la sostituzione da farsi potrà rappresentarsi con 0'^ \p' 



m 



(>) V. Serret, Cauri d'Alg.9up.,}^.2h2\ o, Journal de VÉcole Polytechnique, t X, 
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9. Se si ha eguaglianza tra due prodotti di più sostituzioni si potranno 
moltiplicare ambedue a destra per una stessa sostituzione, come pare a sini- 
stra; ma non però in generale uno a destra e l'altro a sinistra. 

IL 
Delle sostitusioni derivate, 

10. Allorché più sostituzioni sono tali che le lettere cangiate da cia- 
scuna di esse sono lasciate ferme da tutte le altre, il loro prodotto non varia 
se si cangia l'ordine col quale sono disposti i fattori. Ma se due sostituzioni 
6 e ifj inducono cangiamento anche sulle stesse lettere, non è più indiffe- 
rente l'ordine dei fattori, non è più in generale 

6ip = ifj6 , 
ma invece 

(1) 6ip = tpe,; 

dove ^i è un'altra sostituzione. 

Moltiplicando da ambe le parti per ip-^ si ricava 

(2) e^ — ìp-^Bìp . 

La sostituzione di la diremo la derivata di per meszo di i/;, 6 la so- 
stituzione primitiva e (/^ la derivante. 

La derivata di B^ la chiameremo derivata seconda di 6, la derivata 
della derivata seconda, derivata terza, e così di seguito. 

Indichiamo colla notazione D"*^, la derivata we**'"^ di B per mezzo di ip ; 
avremo 

(3) D*»^(9.V/ = i//Dj"'*6; D»"^ D~^ 6 = D^""*d ; D^^,^^^. 

La quantità m la chiameremo Vindice della derivata. 

11. Prendiamo le equazioni 

D^,^ = %f>-^ Bìp , D^y = «/r^> yj/; , B^x = ^'^ X^ 

Moltiplicandole tra loro, avremo 

B^B .T)^(p .D^X ' " = V^* Hx " - ^ = T)^ B(fx . . . 
ossia: la derivata del prodotto di pia sostituzioni è eguale al prodotto 
delle derivate delle medesime. 
Se 

B — (p = x = ...; sarà (D^ d)» = D^ 6*» ; 

essendo n il numero delle sostituzioni: dunque la derivata della potenza 
^esima ^i ^^^^ sostituzìode è la potenza n***"**' della derivata. 
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12. Se 

sarà 

(D^ 6)^ = D^ 1 = tp-^ ilj = tp^ = l: 
viceversa, quando 

è 

D^ r = 1 ; 
e quindi 

1 z=z !/;-> 6^ i// , 1/; ~ 6»» (/; , 1 = 6". 

Di qui è facile dedurre che la sostitusìone e la sua derivata sono dello 
stesso ordine. 

13. La derivata per mezzo di una sostituzione y, della derivata per 
mezzo di un' altra ip, di una qualunque 6, è eguale alla derivata della 
medesima per mezzo del prodotto tp(p. 

Infatti 

Stp = «//D^ e, D^e .(p = yD<p D^ e : 

moltiplichiamo a sinistra la 2* per ip, avremo riducendo colla 1* 

etlf(p = tpqDr^ D^ e ; 
ma 

Oip<f = ip(fD^^O; 
dunque 

D^ D^ e ^ D^cp : 
e in generale si può dedurre da queste 

(4) Oy,..xip(p = y... x^^^9 D* D/. . . . . I>r^' 

(5) Dcp D^ Dx D^e = T)^... -^^^ e . 

Se 

la (4) e la (5) divengono 

(6) eipt^ = \pp\)''^e, 



(7) D^é? = Dj6; 

quindi la derivata per mezzo della potenza p***"*^ di una sostituzione è 
eguale alla derivata p****** per mezzo della medesima sostituzione. 
14. Quando 

è anche (v. n. 13) 
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quindi 

dunque derivate dello stesso indice eguali hanno eguali le loro primitive. 
Se ip^=h la (6) dà 

(8) Djd=é?; 

dalla quale si ricaTa 

quando è 

a^b (mod. p) : 

le derivate gl'indici delle quali sono congrui rispetto all'ordine della de- 
rivante sono eguali tra loro. 

Sia ora n il minimo numero per il quale si abbia 

(9) D"^, d = é? , 
e 

(10) p = mn-hr, 

essendo p l'ordine di ip. 

Derivando (m — 1)» volte la (9), si ha 

(11) D'^''e = ìy^'''''6 = e: 
e dalla (8) sostituendo in essa a ;> il valore (10), 

(12) D'^''eD^^e.= e. 

Eguagliando la (11) e la (12), si ha 

onde 

e perchè r<Cn, dovrà essere 

r = 0. 

Dunque l'indice minimo di una derivata eguale alla primitiva, è un di- 
visore dell'ordine della derivante \ e sono eguali le derivate che hanno 
gl'indici congrui rispetto al medesimo. 

Se l'ordine di (// è un numero primo p le derivate differenti di una so- 
stituzione qualunque rispetto a ip saranno p. 
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CA.PITOLO SECONDO 

DEI GRUPPI DI PERMaTAZIONI 
I. 

Delle sostituzioni di uà grujìpo. 

15. Dicesi gruppo di permutazioni una serie di permutazioni tali che 
una sostituzione mediante la quale si passa da una ad un'altra qualunque 
di esse, eseguita su tutte, non faccia che permutarle tra loro, senza produrne 
nessuna nuova ohe non appartenga già al gruppo. Si dicono sostituzioni del 
gruppo quelle colle quali si passa da una a tutte le altre permutazioni del 
medesimo. Se queste siano ipo.ipi.ipt, . * . tpp^i dovrà aversi 

essendo r un valore intero dipendente da m e da ^, e minore di ;;. 
Un gruppo che contenga n permutazioni lo diremo di grado n"^"^^. 
Una funzione di più quantità che non muti valore altro che per le so- 
stituzioni di un gnippo, avrà altrettanti valori quante sono le permutazioni 
di questo. 

16. Sia q Fordine di una sostituzione V'o del gruppo; ^, o sarà eguale 
al numero delle permutazioni del gruppo medesimo, e si avranno con essa 
tutte le permutazioni: o sarà minore di quel numero, e se ne avranno sol- 
tanto q, e vi saranno poi delle altre sostituzioni. Sia una di queste ìpi di 
ordine n ; da ambedue si avranno qn permutazioni differenti ; poiché suppo- 
niamone due eguali 

moltiplicando a destra per Vr* i a sinistra per ìpo'^ , 

Prendiamo {s — s') k^l (mod. ìi), e inalziamo alla potenza A, si avrebbe 

e quindi la sostituzione ìpi non sarebbe altro che una potenza di i/^o ^ e non 
una nuova che potesse dare delle altre permutazioni. Se q non è eguale al 
numero delle permutazioni del gruppo, si avrà anche un'altra sostituzione ^t , 
colla quale si otterranno altre qn permutazioni, tutte differenti dalle prece- 
denti: poiché supponiamo 

si avrebbe 
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ossìa ilt eguale a una delle precedenti sostituzioni, contro il supporto. Se 
con queste q{n-h 1) permutazioni non sono esaurite tutte quelle del gruppo, 
le altre sostituzioni non potranno egualmente dare che un numero multiplo 
di q : dunque lordine di una sostituzione qualunque di un gruppo è un 
divisore del numero delle permutazioni del gruppo. 

Se un gruppo avrà un numero primo di permutazioni, le sostituzioni 
del medesimo saranno tutte potenze di una sola di ordine p. 

17. Chiameremo eguali due gruppi quando tutte le sostituzioni di uno 
saranno eguali a quelle dellaltro, ancorché differenti sieno le permutazioni. 

Se le sostituzioni saranno differenti, ma nello stesso numero e di ordini 
eguali, i gruppi conterranno anche uno stesso numero di permutazioni, e li 
diremo simili, 

II. 

Dei gruppi derivati simili. 

18. Siano ^o ^i • • • ^j>-i ^^We le sostituzioni di un gruppo G ; </^o V'i — V^»-i 
quelle di un altro r. Un gruppo ottenuto eseguendo sulle permutazioni di G 
una sostituzione ipm ha le sue sostituzioni derivate di quelle di G per mezzo 
di i/'m , e perciò lo diremo Gruppo derivato di G per mezzo di ipm ^ e lo 
indicheremo colla notazione 

D^m G. 

Poiché le sostituzioni derivate sono dello stesso ordine delle primitive 
(v. n. 12), i gruppi derivati saranno o simili, o eguali al primitivo o 
tra loro. 

I gruppi derivati di uno G per mezzo delle sostituzioni di un altro r 
si dicono derivati di G per mezzo di r, che dicesi derivante. Se sono si- 
mili e sommandoli si ha un gruppo, questo si chiamerà gruppo della somma 
dei derivati di G per mezzo di r. 

19. Una sostituzione y che converte una permutazione di un gruppo G 
in una di un suo derivato, cangia il primo gruppo interamente nel secondo. 

Infatti, sia 

Moltiplichiamo per Bq a sinistra, avremo 

Ora 
onde 
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Poiché q e quindi a possono esser qualunque, so ne deduce cbe tutte le per- 
mutazioni di un gruppo rimangono cangiate in quelle di un suo derivato, 
quando rimanga cangiata una sola di esse in una di quelle dell* altro, come 
volevamo dimostrare. 

20. Se tutti i gruppi derivati sono soltanto simili, tutte le sostituzioni 
del gruppo H che ne è somma, li permuteranno tra loro; e il gruppo K 
somma di queste permutazioni conten*à un numero di sostituzioni eguale al 
numero delle sostituzioni di H, e tutte di ordini rispettivamente eguali a 
quelli di queste ultime, e perciò sarà simile a H. 

11 gruppo K lo diremo gruppo delle permutazioni sopra i derivati, e 
potremo stabilire che il gruppo delle j)ermutaj;ioni sopra i derivati è simile 
al gruppo della somma dei derivati, allorquando questi sono soltanto si- 
mili tra loro. 

111. 

Dei gruppi derivati eguali. 

21. Quando i gruppi derivati per mezzo di un gruppo r sono tutti 
eguali ma non identici tra loro, cioè quando hanno eguali le sostituzioni, 
ma non le permutazioni, e si ha 

G = D4.o a = D^. G = .... = D4,«.. G; 
il gruppo derivante r delle sostituzioni V'o </^ • • • V^»»-i » prenderà il nome 
di moltiplicatore del gruppo primitivo G; e anche quello di divisore del 
gruppo H che risulta dalla somma di tutti i gruppi derivati. 

11 gruppo H lo chiameremo il prodotto di G per r, e porremo 

H = Gr. 

- Se 

r* =^ Gì r*! , r*! — Gj A > • • • A- « = Gn-» G,»-i , 
sarà 

H = G Gì G2 . . . Gn-i \ 

e poiché l'ordine di questi fattori non é indiflFerente, distingueremo questi 

gruppi tra loro, chiamando Gn-i il 1^ divisore, G„-2 , il 2" G Y w*'*''"^, 

ultimo divisore; e Gì il primo, G, il 2° G„-i X{n—iy'^'' moltipli- 
catore di G. 

Se non possono esistere altri moltiplicatori dopo r, si dirà questo il mas- 
Simo moltiplicatore di G. 

Un gruppo che non ammette nessun divisore lo diremo primo. Uno che 
non abbia nessun moltiplicatore grappo massimo. 

Poiché del gruppo H le sole sostituzioni che ha comuni con r permutano 

6 
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tra loro i derivati di 6 ; si può stabilire che il gruppo delle permutazioni 
sopra i derivati per mezzo di un moltiplicatore di essi è simile a questo 
moltiplicatore. 

22. // derivato del prodotto di piti gruppi è eguale al prodotto dei 
derivati di ciascuno di essi presi nello stesso ordine. 

Sia 

H:--.Gr, 
e 6^ le sostituzioni di G, ìpn quelle di T; avremo 

D^n ^m = ^m' • 

Deriviamo H per mezzo di (p ; nel gruppo che si otterrà, alle 6^ corrispon- 
deranno le Dcp^^, alle ipn, le D<pV'n. Ora si ha (v. n. 11). 

Do ^m D^ l/^„ -= D^ 6^ ip^ nzr D^ Ipn D^ «m ; 

onde 

^u.-:,, D^ e^ = \y^d^, 
e il gruppo Dcp H sarà il prodotto dei due derivati 

D^ G e Dcpr ; 

D^Gr^D^GDcpr; 
e in generale se 

H = G Gì G2 . . . . Gn-i ; 
De, H = Dcp G Dcp G, Dcp G, . . . Dcp Gn-i . 



CAPITOLO TERZO 

DELLA DETERMINAZIONE DEI MOLTIPLICATORI 
E DIVISORI DI UN GRUPPO 

I. 

Equazioni del massimo moltiplicatore e dei divisori di un gruppo. 

23. Dato un gruppo, possono esser proposti due problemi; determinarne, 
1**. i gruppi moltiplicatori, 2". i divisori. 

La soluzione di ambedue questi problemi richiede prima la determina- 
zione di una funzione ^ degli apici che dia tutte le sostituzioni del gruppo 
per i differenti valori che prendono le costanti parametri che entrano nella 
medesima. 

1°. Per la determinazione dei moltiplicatori osserviamo che, indicando 
con ip lo loro sostituzioni, e con quelle del gruppo dato H, dovranno i derivati 
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per mezzo delle ip essere eguali tra loro, e quindi le sostituzioni derivate 
dalle per mezzo di w eguali ad altre delle medesime ; onde deve aversi 
la equazione 

(13) I);^»-^/.. ; 

dove essendo 6f„ una sostituzione del gruppo dato, 0,n ne è un'altra, le costanti 
della quale sono dipendenti da quelle di 0^ . Questa equazione corrisponde 
all'altra 

(14) V'[^.(0] = ^m[t/^(0]. 

Il valore di ip che è Fintegrale più generale di questa conterrà tutti i va- 
lori che sodisfano la (14), e quindi tutte le sostituzioni del massimo molti- 
plicatore del gruppo proposto. 

2^. Passiamo ora alla decomposizione di un gruppo nei suoi successivi 
divisori primi. 

Siano 
(a) \ ^«, e^^ ... H,^^ , 

le sostituzioni di un gruppo G , 

(*) • \ \ ^6. . . . \_, ; 

quelle di un altro r„ , aflBnchè un gruppo H sia il prodotto di questi, cioè 

H = Gr, , 
sarà necessario e suflBciente che le {a) formino im gruppo effettivo, e che 
quindi soddisfacciano la equazione 

(15) «.„ fl„„ -- e^^ 

(v. n. 15); e che inoltre sieno eguali i derivati di G per mezzo di r^ 
(v. n. 21), cioè 

(16) De, ^^ - e^^ , 

(17) . ^.[«aJO]-^J^^(0]- 

Le sostituzioni di r^ che sono il prodotto di una medesima sostituzione per 
due differenti delle {a), danno dei derivati non solo eguali, ma anche identici, 
cioè colle stesse permutazioni, e quindi esse dovranno ritenersi eguali tra 
loro nel gruppo r^ ; il grado del quale sarà dato perciò dal numero di quelle 
sostituzioni soltanto che permutano effettivamente tra loro i derivati, e che 
perciò non hanno per fattore nessuna delle {a), e potranno anche non formare 
un vero gruppo. Con questa considerazione riman sempre vero il teorema del 
n. 21, e inoltre si può stabilire che il prodotto dei gradi dei divisori di 
un gruppo è eguale al grado del gruppo stesso. 

I valori più generali che soddisfanno le equazioni (15) e (17) danno 
le sostituzioni del secondo divisore G, sul quale rperando come sopra H, se 
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ne potrìi ottenere iin terzo Oi, e così seguitando si giungerà finalmente a 
un ultimo divisore primo r, . 

Le sostituzioni dell'ultimo gruppo Gn-t di cui è divisore A, private 
dei fattori eguali a qualcuna delle sostituzioni di Ti, daranno lin primo 
moltiplicatore r^ , quelle di Gn-3 , tolti da esse i fattori eguali ad alcuna di 
quelle di Gn-« , daranno un secondo moltiplicatore A , e così di seguito avremo 
tutti i moltiplicatori fino all'ultimo r^, e sarà 

H = r*! -Tj Ts . . . r„ . 

Tutti questi divisori saranno primi, perchè altrimenti non si sarebbero presi 
per i valori che sodisfanno la (15) e la (17) tutti i possibili come abbiamo 
supposto. 

Quando si trovassero una serie di valori (a) che soddisfacessero la (15) 
e non la (17), le sostituzioni che essi rappresenterebbero, darebbero tanti 
gruppi derivati simili, quante fossero quelle di H non comprese nelle (a). 
La decomposizione di un gruppo nei suoi divisori primi corrisponde a quella che 
Galois chiamava decomposisione propria. La determinazione di più derivati 
simili dei quali un gruppo dato sia la somma, corrisponde alla decomposi- 
zione che egli chiamava impropria. 

Nella ricerca dei moltiplicatori di un gruppo distingueremo tre casi: 
P. quello nel quale il numero delle lettere è primo: 2°. quando è il pro- 
dotto di numeri primi differenti tra loro: 3^. quando è una potenza di un 
numero primo. 

IL 

Massimo moltiplicatore dei gruppi di un numero primo di permutazioni 
sopra un numero eguale di lettere. 

24. Sia p il numero primo delle lettere, e dello permutazioni del gruppo. 
Le sostituzioni del gruppo saranno tutte le potenze differenti di una *sola di 
ordine p (v. n. 16), circolare sopra tutte le lettere (v. n. 7, 4**), la quale di- 
sponendo convenientemente gli apici numerici i della prima permutazione, sarà 

<y(0-e + l. 
La equazione (14) da integrarsi per avere il massimo moltiplicatore diverrà 

t/;(e-M) = i//(e)4-a, 
la quale ha per integrale generale 

\p(j) = ai-i- b = a{i-hc) = a [^(0 J » 
dove ac== b. 

Le potenze di ^(i) essendo poi sostituzioni del gruppo primitivo, tutte 
le sostituzioni del massimo moltiplicatore saranno date da 

V'(0 = «2 ' 
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ed essendo A uoa radice primitiva di p, e ponendo 

6(0 = Xi\ 

tutte saranno potenze di S{i) : dunque le sosiUusioni del massimo moltipli- 
catore di un gruppo di un numero primo di permutazioni sopra un nu- 
mero primo di lettere, e che perciò ha per sostituzioni le potenze di 



(U:) 



soltanto, sono tutte potente della unica 



Q ■ 



e quindi il gruppo le cui sostituzioni sono tutte comprese nella notazione 



\ai -h b) 



è un massimo. 



III. 

Massimo moltiplicatore di un gruppo di un numero primo di permutazioni 
sopra un numero di lettere che ha dei fattori primi di ferenti tra loro. 

25. Sia primo il numero ;>• delle permutazioni di un gruppo G, e il 
numero m delle lettere che entrano nelle medesime, sia il prodotto di più 
fattori primi differenti tra loro. Avremo che tutte le sostituzioni di G saranno 
potenze di una sola di ordine p (v. n. 16) che risulterà dal prodotto di 
q circolari, ciascuna sopra un sistema di p lettere differenti (v. n. 7,5^). 
Distinguiamo tra loro con un primo apice k le lettere di un sistema, con 
uh secondo h indichiamo il sistema al quale appartengono. Il simbolo 






comprenderà tutte le sostituzioni di G. 

Un primo moltiplicatore, per ciò che si è detto precedentemente (v. n. 24) 
sarà un gruppo r le sostituzioni del quale sono potenze di 






Moltiplicatore del gruppo 6r, che ne risulta, sarà ogni gruppo H che non 
abbia altre sostituzioni che sui sistemi; cioè comprese nella notazione 



\ir»,«P(/i)/ ' 
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perchè evidentemente queste non cangiano le permutazioni delle lettere di 
ogni sistema in particolare. 

26. Un gruppo L -^ KH, d )ve K non abbia altre sostituzioni che sopra 
gl'indici k, H sopra gli A, lo diremo a lettere congiunte^ e lettere congiunte 
quelle che hanno uno stesso indice A. Tra le sostituzioni di K ve ne po- 
tranno essere anche alcune che permutino soltanto gl'indici k di uno, o di 
alcuni sistemi ; come pure alcune che permutino quelli di un sistema in un 
modo, e quelli di un altro in un modo differente. Ma vi dovranno essere 
insieme tutte le derivate differenti di queste sostituzioni, per mezzo di un'altra 
qualunque sopra gl'indici h soltanto. 

Se non esiste alcun moltiplicatore del gruppo, che dia un prodotto a 
lettere congiunte, L sarà un gruppo massimo, a meno, che il numero delle 
lettere che entrano nelle permutazioni non abbia tutti eguali tra loro i suoi 
fattori primi come passiamo a dimostrare. 

Supponiamo che sia un moltiplicatore di L il gruppo r di r permuta- 
zioni. Le sostituzioni t//o </^i • . . </S-s di esso non potranno essere né sugl'in- 
dici A, né sui k soltanto, perchè altrimenti L non sarebbe il massimo gruppo 
a lettere congiunte, come abbiamo supposto. 

Le lettere che in un gruppo derivato D^^^L corrispondono a quelle di 
ciascuno dei diversi sistemi di lettere congiunte nel primitivo L, formeranno 
altrettanti nuovi sistemi di lettere congiunte nel derivato, e poiché i gruppi 
L e D^/^L sono eguali, le lettere congiunte nell'uno sono congiunte anche 
nell'altro, e quindi nel gruppo L le w lettere si potranno disporre almeno 
in V differenti modi in q sistemi di p lettere congiunte ciascuno. 

Fra questi modi ve ne sarà sempre imo tale, che faccia appartenere due 
lettere qualunque per es. Xa.Xb^ allo stesso sistema. 

Infatti tutte le lettere che fanno parte dei sistemi che contengono la 
lettera Xa non potranno esser differenti da tutte quelle dei sistemi che con- 
tengono Xb\ perché altrimenti tanto quelle che queste farebbero un sistema 
di lettere congiunte nel gnippo LF, contro il supposto. Sia per tanto Xe una 
lettera che fa parte di un sistema con Xa e di uno con Xb* Nel gruppo L 
non vi saranno sostituzioni che cangiano Xc in una lettera di un sistema 
qualunque, e che non permutino contemporaneamente Xa e Xb in due altre 
del medesimo ; dunque Xa e Xb faranno parte di uno stesso sistema, e. v. d. 

27. Due lettere non possono far parte altro che di un solo sistema di 
lettere congiunte. È chiaro se p = 2, Se jo > 2, supponiamo che Xa e Xb 
faccian parte di due sistemi differenti in tutte le altre lettere. Nel gruppo L, 
in questo caso, non vi sarebbe sostituzione che permutasse Xa senza permu- 
tare anche Xb, e viceversa: poiché anche cangiando Xa in una Xc a lei 
congiunta, Xa formando parte con Xb anche di un altro sistema che non 
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contiene u\, dovrebbero tutte le lettere di questo ultimo rimaner cangiate in 
quelle del primo, e quindi anche la Xh* Quelle lettere poi nelle quali rimar- 
rebbero cangiate Xa e Xb , verrebbero a far parte di due sistemi, e sarebbero 
nello stesso caso ; e così di seguito. Dunque L sarebbe un gruppo a lettere 
congiunte, i sistemi del quale sarebbero di due lettere, contro il supposto. 

Ugualmente si dimostrerebbe lo stesso per un numero di lettere ]>2 e •</}. 
Dunque i mieìui differenti di lettere congiunte avranno una sola lettera eguale. 

28. Disposte le lettere in un modo qualunque in sistemi congiunti, 
sarà sempre possibile anche un'altra disposizione (v. n. 26), nella quale un 
sistema non potrà contenere che una lettera di ciascuno dei primi (v. n. 27); 
dunque, le lettere di ogni sist9ma essendo p, i sistemi saranno almeno p, e 
le lettere p^. Siano le seguenti linee orizzontali i primi ;; sistemi di lettere 
congiunte, e quello formato da una di ciascuno di essi sia la prima linea 
verticale 

•^0,0 '^1,0 «2?2,o . • • . «2?p_i,o 

•^0,1 «2^1.1 ^2,\ .... Xp-i^\ 

(A) ■ 



•^o,p— 1 »2?i,p_i .^2,p-i .... Xp~-\^p—\ ; 



e poiché nei sistemi di lettere congiunte non si possono mutare alcune di 
uno in alcune di un altro senza mutarle tutte quante; le sostituzioni sulle 
lettere di una linea orizzontale, o lasceranno ferma la prima linea verticale, 
ne convertiranno tutte quante le lettere in altre corrispondenti rispettiva- 
mente alla stessa linea orizzontale, e congiunte tra loro: le quali potremo 
supporre essere quelle di una delle altre linee verticali: poiché la prima 
permutazione è arbitraria. In conseguenza nel quadro (A) saranno lettere con- 
giunte tanto quelle situate in una stessa linea orizzontale, quanto quelle 
della medesima verticale. 

Ora osserviamo che le sostituzioni del gruppo L non possono lasciare 
una linea verticale ferma, e permutar le altre ; perchè altrimenti contro ciò 
che abbiamo dimostrato al n. 26, due lettere di due sistemi verticali non 
potrebbero esser congiunte ; lo stesso può dirsi dello orizzontali ; dunque tutte 
le sostituzioni di L non potranno essere che le circolari comprese nella 
notazione 






e saranno congiunte anche tutte lo lettere che si trovano sulla stessa diagonale. 
Se le lettere sono in numero maggiore di ;;*, a quelli del quadro (A) 
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andranno aggiunti altri sistemi; e sarà possibile un'altra disposizione in si- 
stemi di lettere congiunte, in ciascuno dei quali entri una sola delle lettere 
del quadro A (v. n. 26, 27) ; dunque per ciascuna delle p^ lettere ve ne 
saranno altre p — 1 ; onde le lettere saranno almeno p^. E poiché non si 
può permutare una lettera del quadro (A) in una che non si trovi in esso, 
senza convertirle tutte quante in altre egualmente congiunte; le p^ lettere 
si potranno disporre in p sistemi di lettere congiunte simili ad (A). 

Distinguiamo con un terzo apice l le lettere di questi sistemi: poiché 
non si può tener fermo nessuno di questi sistemi permutandone alcuni tra 
loro, anche rispetto all'apice / saranno in L le sostituzioni tutte circolari; 
e quindi tutte quante comprese nel simbolo 






Generalizzando si può finalmente stabilire il seguente Teorema: 

Affinchè un gruppo a lettere congiunte ammetta un moltiplicatore per 
il quale moltiplicato, il prodotto non sia a lettere congiunte, è necessario 
che il numero delle lettere sia la potenza di un numero primo, e che esso 
non contenga altre sostituzioni che quelle comprese nel simbolo 






Un gruppo di permutazioni di un numero di lettere che ammette dei 
fattori primi differenti tra loro, non può aver per divisore nessun gruppo 
a lettere congiunte, a meno che non sia a lettere congiunte esso stesso. 



IV. 

Massimo moltiplicatore di un gruppo di un numero primo di permutazioni 
sopra un numero di lettere che è potenza di un numero primo. 

29. Sia p^ il numero delle lettw-e, p numero primo e r qualunque. Il 
gruppo di p permutazioni sarà a lettere congiunte, e un divisore di quello, 
le sostituzioni del quale sono comprese tutte nella notazione 

{a) (xnM.m,. \ 

Determineremo perciò il massimo inoltiplicatore di questo ultimo gruppo. 

Adottiamo per apici delle lettere, come abbiam detto in principio, le p 
radici della congruenza 

{b) AP' =A(mod.;)); 
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le quali sappiamo essere espresse da 

k — eZo -f- «1 «' 4- fl'j e* -f + flv-i i*~^ ; 

dove i è radice incommensurabile della congruenza di grado i-, irriduttibile 

{e) F(e) = 0(mod.7>). 

I coefficienti della i corrisponderanno agli apici k , l , m , n , ... , onde 
le sostituzioni {a) saranno tutte date da 

anche, poiché a~{- bi -h cl^ -4- -t- {7^*"* è una radice k^ della (i), queste 

sostituzioni possono rappresentarsi con 



(rf) 






dove Ao può avere per valori tutte le radici della {h\ Onde le permutazioni 
che con esse si ottengono saranno p* ; e, poiché joAo ^ 0, tutte quelle sosti- 
tuzioni saranno di ordine p. 

Sia \\\1i) una sostituzione del moltiplicatore r del gruppo 6 che nasce 
dalle sostituzioni {d)\ dovrà aversi (v. n. 23). 

(e) iff(k-hko)^ip{k)-i ho 

dove ho è pure una radice della (b) dipendente da ko. 

L'integrale più generale della congruenza (e) alle differenze finite è 

n— 

dove i Bn sono radici della (é) tali che 

n=v— 1 
n— 

È facile verificare questo integrale ponendo mente alla proprietà, della 
quale godono questa specie di quantità, che cioè 

Poiché le sostituzioni 
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appartengono tutte al gruppo G ; tutte le sostituzioni del massimo moltipli- 
catore r saranno soltanto quelle comprese nel simbolo 

Esprimendo le Bn e A in funzione di i, è facile ottenere la (/) sotto la forma 



(V— i) .v-i 

dove tutte le a e le w sono numeri interi eguali o maggiori di zero, e <Cp. 
Per qualunque valore dei B^ non si hanno sempre sostituzioni. Poiché 
tutte le permutazioni non devono contenere che una sola volta una medesima 
lettera, sarà necessario che i 6n siano tali che la congruenza 



^B„A''" = Ao 



n»o 



non abbia che una sola radice comune colla (b) qualunque sia /cq. 

30. Tutte le sostituzioni (/*) di r lasciano ferma la x^ ; ed esso è un 
gruppo a lettere congiunte rispetto alle altre p^ — 1. Infatti se 

yBnAo''" = 't. . 

«—0 

anche 



^ Bn(aA:o)p''=g/ti 



n—o 



dove a è un intero qualunque «</>; poiché 

a^»* ^ a ; 

dunque nel gruppo massimo moltiplicatore \e p^ — 1 lettere che hanno per 
indici le radici della congruenza 

kp"''^l{moi.p); 

p^ — 1 
si dividono in ^ ^ sistemi di j» — 1 lettere congiunte ciascuno, e queste 

sono precisamente quelle gli apici delle quali hanno un rapporto numerico. 
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31. Il numero di lettere che può lasciar ferme una sostituzione (e) è 
sempre un divisore p^ di p^. 

Sia xh^ una lettera che rimanga ferma per una delle (/); si avrà 

t»-0 

della quale sarannno radici tutti gli apici dello stesso sistema di lettere 
congiunte, ako : dunque se sta ferma una lettera ne staranno ferme almeno p. 
Sia ki un'altra radice della (g) diversa dalle precedenti; ne saranno 
radici anche tutti i p* valori, che prende la espressione 

a/co -f- bki , 

ponendo in essa per a e per b tutti i numeri intieri •< p . Questi p^ valori 
saranno differenti, poiché altrimenti si avrebbe 

ako -f- bki ^aiko-h b\ ki (mod.p), 
ossia 

(a — fli) ko ^ (*i — b) ki . 
Moltiplicando per un numero A tale, che 

(Aì-*)A = 1, 
si ha 

ki^{a — di) hko 
contro il supposto: dunque se stanno ferme più dì p lettere, ne staranno 
ferme almeno jo*. 

Se sta ferma un*altra lettera, sia l'apice di questa k^ , che sarà una 
radice della {g) differente dalle precedenti : e ne saranno radici tutte le p^ 
comprese al solito nella espressione 

ako -f- bki -h ckt : 

e queste saranno tutte differenti; che altrimenti si avrebbe 

ako -f- hki -f- ckì ^ «1 ko -hbiki-h Ci k% ; 
ossia 

{a — fli) ko-^ {b — bi) ki ^ (Ci — e) kt; 

e moltiplicando per il numero h che dà 

(é?i — (?) A=l , 
si ha 

kt ^h(a — ai) ko -h h{b — bi) ki , 

contro ciò che avevamo supposto : così seguitando si può stabilire, che le let- 
tere che stanno ferme saranno sempre in numero p"^ divisore p^. 
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32. Le V lettere che hanno per apici ko ki kt /^ tali, che uno qua- 
lunque di essi non si può esprimere linearmente' per gli altri, non possono 
esser lasciate ferme da nessuna sostituzione che non lasci ferme altresì tutte 
quante le lettere, cioè che non equivalga a nessuna operazione. Queste let- 
tere possono essere una radice primitiva X di p, e lo potenze di una radice / 
della congruenza (e). 

Per le sostituzioni potenze di 



e) 



non possono esser lasciate ferme che le p lettere 

poiché i numeri intieri <Cp sono le uniche radici della congi-uenza 

k^ = k {moi. p) . 

33. Dal non esser contenute nel gruppo r le sostituzioni che lasciano 
ferme un numero di lettere differente da p"*, dove m è un intero qualunque 
minore di r, si deduce che tutte le sostituzioni di r sono di ordine p^ — p"^, 
e che quindi (vedi n. 16) il numero delle permutazioni del gruppo mas- 
simo che non è a lettere congiunte, e che ammette un divisore a lettere 
congiunte è eguale a M o a un divisore di M, essendo 

M =;/ (p- - 1) {p-* -p).... {p' --p'-') . 

• V. 

Decomposizione di un gruppo nei suoi divisori primi. 

34. Abbiamo già osservato (v. n. 23) che quando sia dato un gruppo, 
e si voglia decomporlo nei gruppi primi dei quali è il prodotto, è necessario 
determinare prima la funzione (i{i) degl'indici, la quale dà per tutti i dif- 
ferenti valori dei suoi parametri, tutte le sostituzioni del gruppo ; poi risol- 
vere le equazioni (15) e (17). Quando non esistano valori dei parametri di d, 
che le sodisfacciano, il gruppo è primo. La classificazione dei gruppi primi 
farà soggetto di un altro mio lavoro, se avrò agio a seguitare con risul- 
tato le- ricerche intraprese. Ora mi contenterò di parlare dei gruppi di 
prima classe, dei quali solo abbisognano le applicazioni che fo nella seconda 
parte di questa Memoria. 

Gruppi di prima classe diremo quelli che contengono un numero primo 
di permutazioni ; e che perciò hanno tutte le loro sostituzioni potenze di una 
soltanto (v. n. 16). 
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35. / gruppi le sostituzioni dei quali som tutte quante potente di 
una sola di ordine m, sono decomponibili in tanti gruppi di prima classe 
quanti sono i fattori primi di m, e che sono di grado rispettivamente 
eguale a questi fattori. 

Infatti, se ?w = pn, dove p è un fattore primo ; la funzione che da tutte 
le sostituzioni del gruppo è 6*. La equazione (17) diviene in questo caso 

la quale è soddisfatta da 

b = c, 

qualunque sia a. La equazione (15) poi diviene 

e^m e^^ = (?*'»•; 

che è sodisfatta da bi=pi. L'ultimo divisore avrà dunque per sostituzioni 

e per l'altro rimarranno 

Oti^b^ ... bP-^ . 

Questo è di prima classe e di grado p, e quello è pure di prima classe 
se n è primo, altrimenti è decomponibile nuovamente in uno di prima classe 
e in un altro che è di prima classe, oppure decomponibile, e così di seguito. 

36. Un gruppo di grado pq, le permutazioni del quale si ottengono 
tutte con due sostituzioni una di ordine p C altra di ordine q, è sempre 
il prodotto di due gruppi di prima classe^ o prodotti di gruppi di prima 
classe j e se ^^^ il primo divisore è di grado q**'"^ il secondo di 
grado p"*"*^. 

Se 61 è la sostituzione di ordine p, \p quella di ordine q, è evidente 
che tutte le permutazioni si otterranno eseguendo sopra una sola le sosti- 
tuzioni 

prendendo per m tutti i valori da a j^ — 1 inclusivamente, e per » da 
2l q — 1. 

Se si eseguissero invece prima tutte le sostituzioni 

e poi su queste nuovamente tutte le potenze di ^ , si avrebbero jo* permuta- 
zioni, cioè un numero ^joj', e in conseguenza alcune dovrebbero esser eguali, 
e quindi si avrebbero alcuni valori a, a' , 6 e i' per i quali 

anche 

H^^ ip =r= «/;6^'-«' ; 
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ed essendo h dato dalla congruenza 

h[a — ù)^l (mod. p) , 
risulterebbe 

posto 

e quindi 

dalla quale si ha qualunque sia m (v. n. Il) 

D^ d»» = 6»^* ; 
onde chiamando Q il gruppo delle 

D^ G = G : 
e detto r il gruppo delle i//, sarà il proposto eguale al prodotto Gr, come 
volevamo dimostrare. 

Le sostituzioni di un gruppo pq, quando p e q siano primi, sono di 
ordine p o di ordine q (v. n. 16): dunque ogni gruppo il grado del quale 
è il prodotto di due numeri differenti non è mai primo, 

37. É evidente una prima decomposizione dei gruppi a lettere congiunte 
in due, uno dei quali contenga tutte le sostituzioni sulle lettere congiunte, 
e l'altro quelle sui sistemi delle medesime; e per avere i gruppi primi, in 
questo caso basta determinare i divisori primi di questi due. 

38. Il massimo moltiplicatore r del gruppo a lettere congiunte {d) nel 
caso che le lettere siano la potenza di un numero primo p^ è sempre de- 
componibile in più gruppi primi, ma che in generale non sono tutti dì 
prima classe. 

Le sostituzioni di questo moltiplicatore sono tutte date dalla funzione 

anche da 

^ («0 -f- «i / H- «2 e* H- . . . -+- flfv-i i*"^) 

(v. n. 29). Ora gl'indici che hanno un rapporto numerico appartengono a let- 
tere congiunte (v. n. 30): onde queste si potranno distinguer con un indice 
eguale al numero che esprime il rapporto che hanno, a una qualunque tra 
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loro, che sarà intiero e <Cp, ritenendo al solito eguali a zero i multipli 
il p; i sistemi poi ai quali esse appartengono si potranno contrassegnare 
con un indice funzione del primitivo, che rimanga lo stesso moltiplicando 
questo per un fattore numerico. Ciò si ottiene ponendo 



^a,^a..-^...a^,.v-* =^a^,^i^^..^...^2rL»iV-t ' 



e meglio 

dove An = — dovrà prendere i p-hl valori 0, 1, 2, .../?— 1 , - ; / poi 

do U 

prenderà i soli 1 , 2, 3 . . . jo — 1. 

Questa mutazione d'indici trasforma la (/") nella seguente 

( i!^ Mq -h- Tfl\ k\ -f- nti Af-f- . . . -h Wv-i Av-i 

Chiamiamo determinante della sostittaione (A), e indichiamo con D, il de- 
terminante del sistema dei v^ numeri intieri 

niQ Mi in% ... Wv-i 
Tn\ 7n\ ìfit . . . w'v-i 

77} ^ 1 ^ 2 • • • ^ v-i 



7»o'"-" W/'-" W,<^" . . . 77i<l-*> . 

Per moltiplicare la sostituzione (K) per im* altra {K\ il determinante D' 
della quale sia quello del sistema 

Wo ilx Hi . . . «N-i 

^0 ^1 ^s • • • n V— 1 

72 ^ 1 72 %• • ' n v-1 



y^,) /^i /*2 ... /«^_| 
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basta porre in luogo di ICi kt Av-i nella (A') i coefficienti delle corri- 
spondenti potenze d'e della (A). Quindi dal noto teorema della moltiplica- 
zione de* determinanti è facile deduiTe che, se si chiama J il determinante 
del prodotto delle due sostituzioni (A) e (A'), avremo 
(i) ^ -- DD' ; 

cioè, il deterniinante del prodotto di due sostituzioni è [egimle al prodotto 
de'loro determinanti. 
Siano 

(a) \ ^a. «a, «a, 

tutte quante le sostituzioni comprese nella notazione (A), il determinante delle 
quali è residuo quadratico di p. Poiché il prodotto di due residui è residuo, 
esse sodisfaranno la (15) del n. 23, e formeranno un gruppo L. Se s' indica 
poi con Bb una sosdtuzione qualunque compresa nella (A), il determinante 
della quale è non residuo quadratico di jd, avremo sodisfatta la (17) del n. 23, 
che diviene 

fi I» 

perchè, il primo prodotto avendo il determinante non residuo, dovrà averlo 
non residuo anche il secondo ; ed essendo non residuo il determinante di Ob, 
dovrà esser residuo quello di 6/^^. Dunque se si chiama Gg il gruppo delle Ob 
avremo 

r=LGt. 

Ma tutte le sostituzioni a determinante non residuo sì ottengono facendo il 
prodotto di una sola e medesima a determinante non residuo con tutte quelle 
a determinante residuo; dunque Gs è di 2^ grado (v. n. 23). 

Ora se indichiamo con 6 il gruppo che si ottiene colle p — 1 potenze 
della sostituzione 






nella quale X è una radice primitiva dì p; e con Gì il gruppo di tutte le 
sostituzioni che rimangono del gruppo L, tolti dalle medesime i fattori eguali 
a qualcuna delle sostituzioni di G, che saranno perciò 

I 

(n) (n) ini ^ 



è evidente che si avrà 

L = GGi, 

r=GGiG,. 
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G è di grado (/; — 1)"'"'' o deccimponibile ìq gruppi di prima classe, G? di 
2° grado, Gì sarà di grado 

2ÌP-1) 
Onde r sarà decomponibile in gruppi di prima classe soltanto quando lo sarà Gì. 

Questo avviene quando 
l.« p = 2, V = 2: 

2.« ;) =r 3 , r = 2 : 

nel 1° caso Gì essendo di 3*^ grado, e quindi primo, nel 2*^ essendo un gruppo 

di 24 permutazioni su 4 lettere, che è decomponibile sempre in gruppi di 

prima classe, come si vede nell'esempio che abbiamo sviluppato qui appresso. 

39. Quando un gruppo G ha le sostituzioni tutte comprese nel simbolo 

avremo sempre 

G = rri A ; 

essendo le sostituzioni di r date da 

(^* \. 

e quindi 

r= Gì G2 G3 .. , Gn , 
indicando con Gt il gruppo le sostituzioni del quale sono le p differenti po- 
tenze di 

Le sostituzioni di Ti poi saranno le p'* — 1 potenze differenti di 

dove B è una radice primitiva della (b) : e quelle di Tj le r potenze di 



W'7 



Dunque il gruppo G conterrà j;'' (/j'' — l)r permutazioni (v. n. 23), e sa à 
il prodotto di gruppi tutti di prima classe (vedi n. 35). 

ESEMPIO 

Per indicare che le sostituzioni di un gruppo sono comprese in un dato 
simbolo, stabiliremo, l'eguaglianza della lettera che indica il gruppo, col sim- 
bolo stesso. 

8 
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Se 

ij* -f / ~f- 1 = (mod. 2), 
le radici della congruenza 

/;«'=A(mod. 2) 
saranno 

Aro = kx = i Al* ~ / -h 1 ki^ = 1 . 

Il gruppo H che comprende tutte le 24 permutazioni che si posson fare con 
4 lettere, sarà sempre decomponibile in gruppi di prima classe; poiché le 
sue sostituzioni possono ottenersi tutte dalla (A)» e se 






sarà 



H = GGi G2 G3 : 
e avremo la seguente decomposizione, rappresentando le lettere cogli espo- 
nenti degl'indici, e con zero Xx^, 



/ 



(Gs) 





(G) 


(G.)< 


(G) 




(G) 




1 




(G) 


(G.) 


' (G) 




(G) 



0123 ,Q. ( 1032 



3210 



2301 



(G.) 
0231 ,f^y. \ 1320 
3102 ^^' l '2013 

(G.) 
0312 px \ 1203 
3021 ^^^ d 2130 

(G.) 
0213 ,.px i 1302 
3120 ^^' \ 2031 

(G.) 
0321 .px i 1230 
3012 ^^' 



(G.) 
0132 ,p. s 1023 
3201 ^'^^ 



I 2103 

S 1023 
i! 2310 



PAllTE SECONDA 



CAPITOLO PRIMO 

DELLE CONDIZIONI GENERALI DI RISOLUBILITÀ DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE 
PER RADICI DI EQUAZIONI AUSILIARIE 

I. 

Della risolvente di Oalois, 

1. É noto che una funzione razionale delle radici di una equazione 
irrìduttibile di grado /e 

(1) /W-0, 

la quale prende, per qualunque sostituzione eseguita sulle radici, valori tutti 
differenti tra loro, gode la proprietà che le /e radici della (1) possono essere 
espresse razionalmente in funzione della medesima (0> 
Siano 

V = F (.t-, , ,r, , .r. ra-i) 

questa funzione, e 

(2) V«V,V,...Vm.i 

gli M valori che essa prende per tutte le diverse permutazioni delle radici : sarà 

M=1.2.3 /e — l.jit, 

e potranno esprimersi tutti i valori (2) in funzione razionale di uno qua- 
lunque tra loro (^). 

2. Sia 

(3) ©(V) = • 

la equazione di grado M che ha per radici i valori (2), e che perciò avrà 
i coefficienti funzioni simmetriche delle radici, e quindi razionali dei coeffi- 
cienti della (1). Questa equazione la quale ha alcune proprietà scoperte da 
Galois, che fanno il fondamento della presente Teoria, la chiameremo ad 
onore di questo profondo geometra la risolvente di Galois. 
Indicheremo con 

^o(V),yaV),y,(V)....ya-i(V) 

(1) Vedi: Serret, Couri lì'Alg. sup., p. 149. 
(«) V. ivi, p. 152 
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le /i funzioni razionali di un valore qualunque di V, che danno le radici 
della (1). 

3. La risolvente di Galois in generale sarà irriduttibile, cfia potrà de- 
comporsi in fattori irrazionali, cioè in fattori che contengono delle radici di 
equazioni algebriche ausiliarie. Queste radici, quando si stabilisca d'introdurle 
nel calcolo, come quantità conosciute, si diranno quantità aggiunte, e razionale 
si chiamerà ogni funzione ohe sia tale dei coefficienti della proposta e delle 
quantità aggiunte ; e ridiUlibile o irriduttibile una equazione secondo che 
può non può decomporsi in fattoi, i coefficienti dei quali siano razionali. 

Siano aggiunte tali radici di equazioni ausiliarie che rendano la (3) 
riduttibile ; i/^(V) sia uno dei fattori razionali della medesima di grado r, e 

(4) Vo , V, , V, .... V.-, 
le radici di 

(5) V'(V) = 0. 

Potremo prendere per radici della (1) quelle date da una qualunque delle 
seguenti linee orizzontali, che formano r differenti permutazioni delle medesime: 

<^o(Vo), <^i(Vo), ^^(Vo) ....ya-i(Vo) 

yo(VO, yi(VO, <^2(V0 ya-i(VO 

(A) 



yo(Vv-i), yi(Vv-i), y2(V,-i) .... ya-l(Vv-i) 
4. Per eseguire una sostituzione che converta la ;^*'**'»« delle permu- 
tazioni (A) in un'altra m''**"*^ è necessario e sufficiente il cangiamento di 
uno dei valori (4) Vn in un altro dei medesimi V^. 
Ora sappiamo che 

indicando con X una funzione razionale; e poiché la (5) è irriduttibile, saranno 
altrettanti valori (4) i seguenti (^) 

(6) Vn, MVn), A«(V.)....Xl-»(V„), 

essendo p il più piccol numero per cui 

e se la serie dei valori (6) non esaurisce la (4), saranno .a(Vrt), /«i(Vn), /'«(V„). . . 
altre funzioni razionali che daranno altrettante radici, 

li (Y,) , liX (Vn) , iiX^ (Vn) ^}^^ (Vn) 

itil(Vn), /lii(Vn), /«iA«(Vn) /IlA^-^Vn) 



(7) 



(*) Vedi: Serret, Coars dWlij. sup., p. o45. 
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Ora cangiando V„ in ¥,„, ossia V„ in A(V„), si permutano circolarmente in 
tutti i loro termini ciascuna delle linee orizzontali di valori (6) e (7), ossia 
si permutano tra loro tutti i valori (4): dunque eseguendo su tutte le (A) 
una sostituzione qualunque che faccia passare da una ad un'altra delle me- 
desime, esse si permutano tutte quante tra loro, senza che nasca nessuna 
nuova permutazione ; dunque Le v permutasioni (A) costituiscono un gruppo. 

Questo gruppo lo chiameremo gruppo della equazione ridotto dalle 
quantità che si sono aggiunte. 

Se non si fosse aggiunta nessuna quantità irrazionale il grado del gruppo 
della equazione in generale sarebbe stato M. 

5. Tutte le funzioni ra::ionali delle radici della (1) invariabili per 
tutte le sostituzioni del gruppo (A), sono esprimibili razionalmente per i 
coefficienti della (1) e per le quantità aggiunte dalle quali è stato ridotto. 

Esprimendo tutte le radici della (1) per uno qualunque Vo dei valori (4), 
una funzione razionale qualunque delle radici sarà eguale a una funzione 
razionale di Vo 

Z(Vo) 

Se essa è invariabile por tutte le sostituzioni del gruppo (A), equiva- 
lendo queste alle permutazioni dei valori (4) tra loro, avremo 

e quindi 

X (Vo) =^(x(V„)-t- X (V.) + - + X (Vv-O) • 

Dunque ima funzione razionale qualunque delle radici della (1), che sia 
invariabile per le sostituzioni del gruppo (A),- sarà simmetrica delle radici 
della (5), e perciò esprimibile razionalmente per i coeflScienti della (5), ossia 
di quelli della (1) e delle quantità aggiunte. 

Una funzione razionale delle radici e irrazionale dei coefficienti e delle 
quantità aggiunte dovrà essere variabile per alcune delle sostituzioni del 
gruppo. 

6. Se una funzione razionale delle radici, e invariabile per alcune 
sostituzioni soltanto, è esprimibile razionalmente per i coefficienti e per 
alcune quantità aggiunte, il gruppo ridotto non conterrà nessuna sostitu- 
zione per la quale essa non sia invariabile. 

Sia 
(8) V^(Vo) = B; • 

e il primo membro una funzione razionale delle radici della (1), il secondo 
dei coefficienti e delle quantità aggiunte. Poiché la (5) è irriduttibile, e 
la (8) ha i coefficienti razionali di quelli della (5), ed è soddisfatta da 
mia radice della medesima, dovrà esserlo anche da tutte le altre. Dunque 
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sostituendovi a Vo qualunque altro valore (4), ossia facendo qualunque sostitu- 
zione del gruppo (A) sulle radici della (1), rimarrà invariabile; come vole- 
vamo dimostrare. 

7. Allorché una funzione razionale delle radici variabile per ogni so- 
stituzione che muta il posto di alcune soltanto di esse, è cognita razional- 
mente ; il gruppo non può contenere sostituzioni che sull'altre radici ; e quelle 
essendo invariabli per tutte le sostituzioni del gruppo saranno cognite razio- 
nalmente, e la equazione non sarà irriduttibile. 

Da ciò ne segue che le sostituzioni del gruppo di una equazione irri- 
duttibile non potranno mai essere in ìiumero minore del grado della equa- 
zione stessa. 

8. Quando la risolvente di Galois si decompone in fattori, ciascuno 

dei quali è razionale dei coefficienti e di una sola delle radici 

(9) ro , ri , r, . . . r^-i 

di una equazione ausiliare irriduttibile di grado n 

(10) <f(r) = 0; 

il gruppo della proposta si divide in n gruppi derivati simili, e ciascuno 
di questi diviene gruppo della equazione quando si aggiunga una sola delle 
(9); e il gruppo della (10) è simile a quello della proposta. 

I fattori della risolvente (3) dovranno esser n, e differenti tra loro sol- 
tanto per i valori di r ; perchè altrimenti ®( V) razionale dei coefficienti della 

(10) non sarebbe invariabile per alcuna sostituzione sopra le r, e unica- 
mente per quelle che mutano il posto di alcune soltanto di esse, e quindi 
la (10) (v. n. 7) non sarebbe irriduttibile. Pertanto potremo porre 

© (V) = ^ (V, ro) b (V, r,) e (V, r„_0. 

Questi fattori saranno in V di grado 

V 

w = — ' 
n 

e posti a zero daranno tutte le radici della (3). 

Siano 

(11) Vo,, Vm V,,, .... V^.M 

le radici di una qualunque delle equazioni che ne nascono 

(12) «(V,r,)^0. 

Se si aggiunga la sola radice r,, il gruppo della proposta sarà 

^o(Vo,t)> yi(Vo,t), sr'2(Vo,0 .... yu.-i(Vo,i) 

<f o(Vi,,) , yi(V,,0 , y,(Vj,,) .... y^i(Vi,0 



(AO 



yo(V«-i,t), yi(Vw-i,|), ^«(Vtn-i,/) . . . . 9)^i(V„,-i,() 
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Dando a t tutti i valori da zero a w — 1 si ottengono n gruppi, che 
sono quelli della equazione quando si aggiunga successivamente ciascuna delle 
(9), e che sommati insieme formano il gruppo dell'equazione quando non le 
è aggiunta nessuna radice della (10). 

Se Vo,f e F(Vo,t) sono due radici della (12), si avrà 

(13) é^(Vo,, , n) = 0, é^(F(Vo,e) , n) - : 

e poiché la P è irriduttibile, e la 2* razionale delle quantità che entrano 
nei coefficienti della 1*, sarà il resto della divisione della 2* per la l* 

(14) a)(n))=0. 

Questa che ha tutti i suoi coefficienti razionali, e ammette una radice della (10) 
che è irriduttibile, dovrà ammettere anche tutte le altre. Perciò essendo r^r 
un'altra qualunque delle (9) si avrà 

a^(nr) = 0, e «(F(Vo.O , r,.) 

divisibile per 

^(Voy,r,r). 

Da ciò ne segue che, essendo le radici d; un fattore (12) date da certe 
funzioni razionali di una tra loro, anche quelle di un altro fattore qualunque 
saranno date dalle stesse funzioni di una tra loro. Dunque cangiando uno 
dei valori Vo,i, che entrano in un gruppo (A|), in uno Vo,is di un altro gruppo 
(A(r), tutte le permutazioni di (A/) si cangiano rispettivamente in quelle di 
(Ajr): e poiché il cangiamento di un valore V, in un altro, corrisponde a 
una sostituzione sulle radici della (1), una sola e medesima sostituzione con- 
verte tutte le permutazioni di un gruppo in quelle di un altro, e i gruppi 
(Ao), (Al) (A„_i) sono derivati uno dell'altro. 

Poiché un gruppo A| appartiene alla equazione quando è aggiunta una 
sola delle (9) r^, e tutte le altre (9) rimangono irrazionali ; ciascuna di esse 
espressa razionalmente per le radici della proposta dovrà risultare invaria- 
bile per le sostituzioni del gruppo corrispondente e variabile per quelle di 
tutti gli altri: dunque il gruppo della equazione (10) dovrà essere eguale a 
quello delle permutazioni sopra i derivati, e simile a quello della proposta 
(v. Parte I, n. 20.). 

9. Se la risolvente può decomporsi in più fattori razionali dei coef- 
ficienti della proposta, e di tutte le radici 

(15) To , ri , rg ... rn-i 
di una equazione ausiliaria irriduttibile 
(H5) ^(r) = (>: 
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il gruppo deve essere il prodotto di due^ altri ; il primo dei quali è il 
gruppo della equazione stessa quando siano aggiunte tutte le (15); // 5^- 

condo è simile al gruppo deirausilia7*ia (16). 
Sia 

©(V) = ^0 ( V , ro , r^ .... r„-0 0, (V, ro , r, .... r,..,) .... 
^n-i(V,ro,ri....r,._,). 
Poiché la risolvente ha i coefficienti razionali delle quantità che entrano in 
quelli della (16), dovrà essere invariabile per le sostituzioni del gruppo di 
queste, e quindi i fattori f^i non dovranno differire che per l'ordine nel quale 
sono disposte le (15) ed esser tanti quante sono le permutazioni del gruppo 
della (16). Indicando, come nel caso precedente, con 

(17) Vo,,, V,,,, V,,, V,„.,,, 

le m radici del fattore irriduttibile di grado m = — 

n 

(18) ^t(V,ro,r, ,r2.../Wi) = 0, 

si dimostrerà ugualmente che tutti i gruppi (Ao) (A^) ... (A„_,) ottenuti 
dando a t tutti i valori interi da zero a n — 1, e che appartengono alla equa- 
zione quando si aggiungano tutte le radici (15), sono derivati uno deiraltro. 
Se una radice V^,, di un fattore (18) è data in funzione razionale di 
una radice Vax di un altro, per mezzo della equazione 

si avrà 

e poiché la prima é irriduttibile, e ambedue sono razionali delle stesse quan- 
tità, le radici della prima saranno tutte radici anche deir altra, e se queste 
sono 

Vo,M F»(Vo,0, F2(\M)...Fn,-,(Vo,r) 

saranno radici della ^r = 

ip (Vo,0 , t/^P, ( Vo,,) , ipF^ (Vo,0 , ... (/^F,-, (Vm). 
Onde si passerà dall'una all'altra permutazione del gruppo (Ar) facendo gli stessi 
cangiamenti delle Va,r Vuna nell'altra, come per passar da una permutazione 
all'altra di (Aj): dunque i gruppi derivati in questo caso sono tutti eguali, 
e il gruppo dell'ausiliaria che definisce le quantità aggiunte che sono inva- 
riabili per le sole sostituzioni dei gmppi (A^), è simile a quello per il quale 
bisogna moltiplicare uno dei derivati per ottenere il gruppo stesso che appar- 
tiene alla proposta quando non siano aggiunte le (15) (v. Parte I, n. 21); come 
volevamo dimostrare. 

10. Se si aggiunga a una equazione una funzione U razionale delle 
radici, la quale prenda per tutte le sostituzioni del primo divisore del 
gruppo altrettanti valori di/ferenti, e sia invariabile per le sostituzioni 
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delC altro fattore, il grappo della equazione diverrà il solo fattore per le 
sostitusioni del quale la U è invariabile. 

Poiché ogni funzione aggiunta diviene razionale, e perciò invariabile per 
tutte le sostituzioni del gruppo, il quale non potrà più contenere le sostitu- 
zioni per le quali essa è variabile (^). 

11. Se il gruppo è primo, non si potrà ridurre altro che aggiungendo 
una funzione variabile per tutte le sostituzioni del gruppo, con che il gruppo 
non conterrà più nessuna sostituzione, ossia una permuta/ione soltanto ; per- 
chè se si prenda una funzione U simmetrica dei valori, che riceve una fun- 
zione delle radici, par le sostituzioni di uno G dei derivati dei quali è somma 
il gnippo proposto, essa non sarà che apparentemente invariabile per queste 
sostituzioni; perchè eseguita una che lo converta in un altro derivato, diviene 
variabile anche per le sostituzioni di G. Dunque se una equazione ha un 
gruppo primo, non esislon funzioni delle radici che aggiunte lo riducano, 
tranne quelle che lo riducono a una sola jje^mutanone. " 

12. Il gruppo di una equazione, finché non sia aggiunta ima irrazionale che 
non si trovi già nei coefficienti, sarà in generale di grado 1. 2. 3 ... /e — 1 . /i: 
perchè le sole funzioni simmetriche sono sempre cognite razionalmente senza 
l'aggiunta di nessuna quantità. Se il gruppo sarà di grado minore, dovranno 
esistere delle relazioni particolari tra le radici, che rendano impossibili le 
sostituzioni che non compariscono nel gruppo. Infatti, si aggiunga una fun- 
zione delle radici variabile per tutte le sostituzioni del gruppo, e invaria- 
bile per qualunque altra, e precisamente di queste una U che contenga il 
minimo numero di radici; il gruppo non conterrà più nessuna sostituzione, 
e quindi ogni funzione delle radici, e le radici stesse risulteranno razional- 
mente cognite ; e si potranno tutte esprimere per U e per i coefficienti ; 

.ro-Fo(U), ^» = F»(U), ,r2 = P,(U)...^.-i = P^a-i(U). 

Ora eseguendo in questo sistema di equazioni una sostituzione qualunque 
che non appartenga al gruppo, i secondi membri rimarrebbero fermi, e i 
primi si permuterebbero tra loro ; ciò che è impossibile, perchè U equazione 
essendo irriduttibile, le radici sono tutte differenti tra loro. Perciò le sosti- 
tuzioni del gruppo di una equazione alla quale non è aggiunta nessuna iiTa- 
zionale, le chiameremo possibili, e le altre impossibili. 

Così, se sulle radici di una equazione non sono possibili altre sostitu- 
zioni che quelle le quali non lasciano nessuna lettera allo stesso posto ; per 



(') Per conoscere come di fatto avviene che a«rgiuiita una sola funzione delle radici, 
rimangono a<rfiriunte tutte quello che le son simili, e quindi anche quelle che riducmo 
la risolvente e il ^uppo, vedasi la Lezione XI delVAlfrebra superiore di Serret. 



— 66 — 

U potrà prendersi una radice qualunque, poiché essa sarà variabile per tutte 
le sostituzioni del grappo, e invariabile per tutte le altre: quindi tutte le 
radici saranno funzioni razionali di una qualunque tra loro. Se non sono 
possibili altro che quelle che non lasciano più di due lettere allo stesso 
posto, si può prendere per U una funzione non simmetrica di due radici qua- 
lunque : e perciò tutte quante sono funzioni razionali di due qualunque tra loro. 

13. Reciprocamente quando esistono della relazioni razionali tra le 
radici, il gruppo non contiene altre sostituzioni che quelle possibili nel si- 
stema di equazioni che dà quelle relazioni, o, ciò che è lo stesso, in quello 
che se no può dedurre per esprimer tutte le radici razionalmente per il minimo 
numero di esse. Infatti, aggiunte queste, le radici sono tutte cognite razio- 
nalmente, e il gruppo non contiene più nessuna sostituzione; dunque quelle 
per le quali le radici aggiunte sono invariabili, che sono le impossibili nel 
sistema, non le poteva contenere avanti la loro aggiunzione. 

Così quando le radici sono tutte funzioni razionali di una qualunque 
tra loro, è evidente che, cangiata una, si debbono cangiar tutte le altre che 
ne sono funzioni razionali, e non son possibili altre sostituzioni che quelle 
che non lasciano ferma nessuna lettera: e queste sono le uniche che appar- 
tengono al gruppo. 

Puiseux in questi ultimi tempi ha determinato le sostituzioni che si 
operano sulle radici quando si faccia percorrere con continuità una serie di 
valori immaginari, finché non si torni a quello da cui siamo partiti, a una 
quantità della quale sono funzioni razionali i coefficienti (*). Hermite ha 
dimostrato che queste sostituzioni sono quelle stesse del gruppo della equa- 
zione (^). Le considerazioni precedenti spiegano facilmente questa rimarche- 
vole coincidenza. 

IL 

Della risoluzione delle equazioni. 

14. Risolvere una equazione algebrica significa renderne razionali 
le radici coli* aggiunzione di radici di equazioni ausiliarie. 

Affinchè una equazione sia risoluta è necessario e sufficiente che il suo 
gruppo non contenga più nessuna sostituzione: perchè ogni funzione anche 
variabile per qualunque sostituzione deve essere razionalmente cognita quando 
una equazione è risoluta, e reciprocamente, se il gruppo è ridotto a non con- 
tenere più nessuna sostituzione, tutte le radici sono cognite razionalmente. 



(*) Vedi: Journal de Liouville, t XV. 

(•) Vedi: Comptes rendua de VAcadf^mie des scienccs de Paris, avril, 1851 
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Bisogna qui distinguere due casi: o non esistono equazioni ausiliarie di 
gruppo inferiore per le radici delle quali siano esprimibili razionalmente 
quelle della proposta ; e la operazione mediante la quale coU'aggiunzione di 
radici di equazione di gruppo simile si riduce il gruppo della proposta a 
non contenere nessuna sostituzione, la diremo trasformazione della equa- 
éione^ rlsolusione impropria, e le radici di queste equazioni le diremo 
irrazionali primitivi', o esisteranno equazioni di gruppo inferiore, per le 
radici delle quali possano darsi razionalmente quelle della proposta, e allora 
la equazione si dirà risolubile propriamente. 

Il primo caso ha luogo quando il gruppo è primo: il secondo quando 
è il prodotto di più gruppi primi. 

15. I. Caso. Noi qui toccheremo soltanto la Teoria delle trasforma- 
zioni delle equazioni in quanto è necessario per i problemi relativi alla ri- 
soluzione propria che ci siamo proposti in questa Memoria. Gl'irrazionali 
primitivi, di gruppo simile che possono esprimersi razionalmente gli uni per 
gli altri potranno essere definiti da equazioni irriduttibili di gradi differenti, 
anche di grado eguale, e di maggiore o mino/e semplicità relativamente 
all'applicazione dei metodi di risoluzione numerica: noi però non ci ferme- 
remo su queste distinzioni: e li terremo tutti della stessa classe. Osserve- 
remo soltanto che da quanto abbiam detto al numero 11, si deduce facil- 
mente il seguente teorema : affinchè una equazione irriduttibile sia 
impropriamente risolubile per radici di equazioni di grado inferiore, è 
necessario e sufficiente che il suo gruppo sia decomponibile in un numero 
di derivati simili minori del suo grado. 

Gl'irrazionali primitivi di gmppi non simili li distingueremo in classi 
corrispondenti alle classi dei loro gruppi. 

16. Gl'irrazionali primitivi di prima classe, il gruppo dei quali 
è di grado primo, sono tutti esprimibili razionalmente per soli radicali. 

Il Gruppo della equazione che li definisce non contiene che le potenze 
di una sola sostituzione di ordine eguale al numero delle radici (v. Parte I, 
n. 16), e circolare sopra tutte le medesime (v. Parte I,n. 7,4®): quindi di- 
stinguendo le radici con apici numerici, poiché il loro numero è primo 
(v. Parte I, n. 2), le sostituzioni del gruppo saranno soltanto le potenze di 

Costruiamo la funzione 

U = (^, + uXi -f- «2 ore -4- ... H- aV-' x^^^y , 



dove 



'■-\- 



— eg- 
li è invariabile per tutte le sostituzioni del gnippo (^), e perciò razionalmente 

In- 
cognita. Il radicale |/U espresso per le radici è variabile per tutte le po- 
tenze della (19): dunque aggiunto ridurrà il gruppo a non contenere più alcuna 
sostituzione, e gli irrazionali primitivi x risulteranno razionalmente espressi pei* 

f* — 
y U, e per a, che è esprimibile par radicali, come dimostrò Gauss per il 

primo (2). 

17. Tutti gl'irrazionali primitivi esprimibili per soli radicali sono 
di prima classe. 

Aggiunte le radici jr/^**"* immaginarie della unità, una equazione binomia 
di grado p ha tutte le sue radici funzioni razionali di una qualunque tra loro: 
talché queste non si possono che aggiunger tutte insieme: e quindi il gruppo 
di una equazione o non è ridiittibile per questa aggiunta, oppure è il pro- 
dotto di un gruppo che potrà essere anche di primo grado, per un altro di 
grado p (v. n. 8); dunque gl'irrazionali esprimibili per soli radicali o non sono 
primitivi, sono di prima classe. 

La determinazione degl'irrazionali, per i quali converrà di esprimere 
gl'irrazionali primitivi di classi superiori, sarà un'applicazione delle proprietà 
dei gruppi delle classi corrispondenti. 

18. II. Caso. Una eiiuizione, il gruppo della quale è il prodotto di 
più gruppi primi, è risolubile per irrazioìiali 'primitivi, i gruppi dei quali 
sono rispettivamente simili ai divisori del gruppo della proposta e vice- 
versa. 

Sia il gruppo della proposta 

H = rr'... r*> 

e r't* r^»> siano tutti primi. Decomponiamo il primo gruppo r^*^ in 

un numero p di derivati simili (v. Parte I, n. 23,2®), e costruiamo una 
funzione B delle radici, invariabile per tutte le sostituzioni degli altri gruppi 
r r" e per quelle di uno dei derivati dei quali è somma r^*\ La fun- 
zione avrà p valori che saranno dati da una equazione di grado /?, e di 
gruppo simile a r^*^ (v. n. 8). Aggiunte tutta le p radici di questa equazione, 
saranno cognite razionalmente delle funzioni variabili per le sostituzioni di r^'\ 
e perciò il gruppo della proposta si ridurrà al solo prodotto degli altri. Col- 
Taggiunta d'irrazionali primitivi analogamente costruiti e di gruppi simili 

a r^*-^\ /'(t-s) jjì potrà ridurre successivamente il gruppo a contenere 

quanti divisori di meno si vuole, e quindi a non contenere più nessuna sos.i- 
tuzione, e così otterremo la risoluzione completa della equazione. 



(») V. Serret, Cours d'A/g. sup.j p. 358. 

\^) V. Gausis, Diiquiiition.'s arlthmeticaj; ovvero, Serret, Cours d'Alg. sup , \). S'3. 
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La proposizione inversa è una conseguenza immediata di ciò che si è sta- 
bilito al n. 9. 

Dal teorema precedente se ne deducono immediatamente i seguenti corollari. 

P. Affinchè una equa:;lone irridatUbile sia risolubile per irrasio- 
nali primilioi di classi determinate^ è necessario e sufficiente, che il suo 
gruppo sia il prodotto di gruppi di classi eguali a quelle degV irrazionali 
medesimi. 

2°. Affinchè una equazione sia risolubile per radicali è necessario e 
sufficiente che il suo gruppo sia il prodotto di gruppi tutti di prima classe. 

3^. // prodotto dei gradi dei gruppi delle equazioni che definiscono 
gV irrazionali primitivi per i quali una equazione irriduttibile è risolubile^ 
è eguale almeno al grado del grappo di questa medesima. 

4**. // prodotto deg Vindici dei radicali per i quali è risolubile una 
equazione, è eguale almeno al grado della medesima, se è irriduttibile. 

19. // grado dell'ultimo divisore del gruppo di una equazione^ o è 
eguale al grado dell'equazione, o né un divisore. 

L'aggiunzione dell'irrazionale U variabile per le /e sostituzioni di questo 
divisore rende razionali le radici, e quindi decompone la equazione in /e fat- 
tori tutti di primo grado. L'aggiunta degli altri irrazionali poteva aver già 
decomposta la equazione in fattori tutti di grado eguale tra loro, e quindi n 
deve essere o eguale al grado, o a un divisore del medesimo; e qui, ragio- 
nando come per istabilire il numero dei fattori nei quali si decompone la 
risolvente, ai u. 8 e 9, si dimostra che ^i è eguale o al grado della equa- 
zione irriduttibile che dà U, o al gruppo, e quindi a un multiplo del grado 
della medesima; con che rimane provato ciò che volevamo. 
Da ciò che precede derivano i corollari seguenti: 

P. Una equazione irriduttibile di grado primo non può risolversi 
senza irrazionali di grado eguale al proprio. 

2^. Una equazione irriduttibile di grado qualunque non può risolversi 
senza irrazionali di grado divisore del proprio. 

3". Gl'irrazionali primitivi' esterni nella espressione delle radici cioè 
quelli che non compariscono nei coefficienti di nessuna delle ausiliarie o 
sono dati da equazioni di grado eguale a quello della proposta^ o a un di- 
visore del medesimo : teorema già dimostrato da Malmstén per il caso par- 
ticolare dei radicali ('). 



(») Grolle, Journal fur die reine und angeuandte MathemaHk, B. ^ a In solutio- 
ncm aequatlonum algebraicaruin disquisitiu » : auct. Malmstén. 
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CAPITOLO SECONDO 

DELLA RISOLUBILITÀ DELLE EQUAZIONI PER RADICALI 

I. 

Belle risolventi lagrangiane. 

20. Non sempre sono date immediatamente le relazioni razionali che 
passano tra le diverse radici di una equazione irriduttibile da risolversi, 
e quindi non sempre se ne conoscono i loi'o gruppi direttamente, come nelle 
equazioni che danno la divisione delle funzioni circolari ed ellittiche. Perciò 
non basta coooscere le condizioni di risolubilità per radicali da verificarsi sui 
gruppi ; ma è necessario di trasformar quelle in altre facili a verificarsi diret- 
tamente sui coefBcienti. Galois ebbe in vista più specialmente le condizioni 
relative ai gruppi, Abel ai coefficienti. Io ho sviluppato prima quelle, e poi 
le ho trasformate in queste. • 

La determinazione in particolare della natura dei gruppi di tutte le equa- 
zioni risolubili per radicali, consisterà nella ricerca del massimo moltiplica- 
tore decomponibile in divisori di prima classe, dell'ultimo gruppo che deve 
esser pure di prima classe, e di grado eguale a quello dell' equazione o a un 
divisore del medesimo (v. n. 18, 2** e 19). 

21. Passiamo ora a determinare come si possano coi coefficienti costruire 
alcune risolventi che abbiano proprietà particolari meno difficili a verificarsi 
di quelle della risolvente generale di Oalois, quando appartengono a equa- 
zioni risolubili per radicali. 

Abbiamo già veduto che il gruppo di queste equazioni è il prodotto di 
più gruppi di prima classe. Sia H il gruppo totale, e 6, G', G", . . . G^"^ i 
suoi divisori respettivamente di grado jit, ,a', ,a",...., /i^^\ dove fn è eguale al 
grado n della equazione, o a un divisore del medesimo, e tutti sono numeri 
primi. 

L'ultimo radicale da aggiungersi dovrà esser variabile per le sostituzioni 
dell'ultimo divisore G (v. n. 19), e quindi per le sostituzioni circolari su tutte 
quante le radici se /t è primo, e se no, per il prodotto di più sostituzioni 
circolari su jtc radici ciascuna: dovrà inoltre esser radice di una equazione bi- 
nomia, la quale abbia il termine noto B razionale, allorché siano state aggiunte 
altre funzioni variabili per le sostituzioni di tutti gli altri divisori, e quindi 
invariabile per le sostituzioni circolari sopra jii radici: dunque potrà sempre 
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Im- 
prendersi per ultimo radicale da aggiungersi fR, essendo /i un divisore del 

grado, e R la nota espressione di Lagrange 

R= y«'^/, 

dove ce è dato dalla equazione 

Y a"- - 0. 

r-o 

I gradi /t', /»'', ... /i^"*^ degli altri divisori di H sono tutti </^, pe;chèil 
numero delle permutazioni di un gruppo non può contenere fattori primi 
maggiori del numero . delle lettere ; dunque si potrà prendere un gruppo pro- 
dotto dei divisori di H 

r = G'G"... G<'\ 
il grado del quale sia 

à = ^i' /(" ... /t«*> < fi. 

Eseguiamo sulle Xt contenute in R tutte le sostituzioni di r, avremo ^ va- 
lori per R. Costruiamo la equazione di grado S che li ha per radici. Per 
averne i coefficienti basta determinare una sola funzione P simmetrica dei ó 
valori delle R ; poiché la nota teorica delle funzioni simili ci dà il modo di 
esprimer quelli in funzion razionale dì questa. Eseguendo quante e quali si 
vogliono sostituzioni sulle Xt contenute nella P, si avranno altrettanti valori 
che tutti saranno radici di una equazione in generale di grado molto elevato 
a coeflBcienti razionali, e che potrà chiamarsi risolvente lagrangiana dal 
sommo geometra che la usò il primo. Poiché ogni funzione simmetrica dei 
valori che prende P per le ó sostituzioni di JT, sono razionali se 

r = G^*-"»^ G^»^*^ ... G^^^ , 
e in conseguenza 

la risolvente lagrangiana dovrà esser riduttibile, e avere un fattore razio- 
nale di grado d' . Se non è rf' < /i, operando sopra questo fattore posto a zero, 
il gruppo del quale è r*, come abbiamo operato sulla proposta, si farà di- 
pendere da una di grado < /i, e da un'altra che sarà di grado <C à\ e cosi 
seguitando si avranno tante equazioni tutte di grado minore della proposta, 
dalla risoluzione delle quali dipenderà la risoluzione di questa. I gruppi di 
tutte le risolventi sono tutti evidentemente i successivi divisori di H; dunque 
e.>se sarauiio risolubili por radicali quando è la proposta. 
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L'applicazione diretta e generalo di questo moto lo suppone la cognizione 
precedente del gruppo della equazione da risolversi. Ma vedremo come anche 
senza conoscere il gruppo, essendo dati soltanto i coefficienti della equazione 
esistono certi modi di applicarlo, differenti secondo la natura del numero al 
quale è eguale il grado della equazione, tali che se con essi non si può otte- 
nere la risoluzione voluta, possiamo esser certi che essa è impossibile. Questi 
modi sono quelli stessi proposti da Lagrange. L'Abel aveva veduto questo pregio 
del metodo inventato da quel sommo geometra, e i teoremi annunziati nel 
frammento della sua Memoria postuma: Sur la résoluHon algèbrique des 
èquations, sono diretti tutti a dimostrarlo. 

22. La risolvente lagrangiana in tutti i casi, tranne alcuni nei quali 
il grado è potenza di un numero primo, deve sempre avere un fattore razio- 
nale di primo grado. È curioso di conoscere se, tolto questo fattore, è ulte- 
riormente riduttibile, e se lo è, di determinare il grado e la natura dei fat- 
tori razionali che la dividono. Io ho trovato un metodo generale per risolvere 
questo problema, e qui passo ad esporlo. 

La radice U della risolvente lagrangiana, data dal fattore razionale di 
primo grado, è invariabile per tutte le sostituzioni del gruppo H della equa- 
zione. Le altre radici sono tutti i valori che prende U per tutte le sosti- 
tuzioni che non appartengono a H. Deriviamo H per mezzo di una di queste 
y, e poi il gruppo derivato deriviamolo successivamente per tutte le sostituzioni 
(^o 6^1 6^2....©„_2 di H; le funzioni invariabili rispettivamente per tutte le so- 
Sbituzioni di questi derivati 

(20) Do H, D.^6^H, D.^o,H, D^^e^H, ... D.^6„_^H 

saranno altrettante radici della risolvente, che indicheremo con le lettere 

(21) Ro Ri Rz ... R«-i . 

Alcune di queste potranno anche essere eguali tra loro; ma ancorché siano 
tutte differenti le sostituzioni di H non faranno che permutarle una neiraltra ; 
dunque le funzioni simmetriche delle medesime saranno invariabili per le so- 
stituzioni di H e quindi razionali; onde la risoloente lagrari'jiana se avrà 
ttii fattore di grado primo ammetterà anche più fattori razionali di grado 
non superiore al grado del gruppo della equazione, quando questa sia ri- 
solubile per radicali. 

Poiché il gruppo di una equazione non contiene altre sostituzioni che 
quelle per le quali è invariabile una funzione delle radici razionalmente 
esprimibile per i coefficienti (v. n. 6) : il gruppo della equazione che ha per 
radici le (21) sarà eguale a H: dunque i fattori razionali nei quali è ri- 
duttibile la risolvente lagrangiana sono tutti risolubili per radicali^ se 
lo è la proposta. 
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Affinchè alcune delle (21) siano eguali tra loro, e che il grado del fat- 
tore razionale sia perciò minore del grado del gruppo H, è necessario che 
alcuni dei (20) siano eguali, ossia per alcuni valori ii m q mi 

(22) D,e„H = D,6„._H; 
e quindi 

e moltiplicando a destra per B^ a sinistra per 8,,. essendo 

^a ^aj = 1 ^m ^y. = 1 

e 

Bfx ^o = ^6 ? ^m' B,j, = Bc ; 

si ottiene 

(23) 0,q=:qe,; 

dunque dovrà essere y una sostituzione di un moltiplicatore di alcuno dei 
divisori di H. Questo poi è sufficiente, perchè con un processo inverso dalla 
(23) si può facilmente dedurre la (22). Dunque il numero dei fattori rasio- 
nati della risolvente lagrangiana di grado a {e a sarà sempre un divisore 
del grado n del gruppo della equazione) è eguale al numero delle sosti- 
tuzioni dei massimi moltiplicatoridei gruppi di grado- divisori del grujjpo 
H della proposta. 

II. 

Della risolubilità per radicali delle equazioni di grado primo. 

23. Affinchè una equazione irriduttibile di grado primo sia risolu- 
bile per radicali, è necessario e sufficiente che il suo gruppo non ammetta 
altre sostituzioni che quelle comprese nel simbolo 



\^ai-hb/ 



e che in conseguenza tutte le sue radici siano funzioni razionali di due 
qualunque tra loro. 

L'ultimo divisore del gruppo di una equazione di grado primo risolubile 
per radicali non ha altre sostituzioni che le potenze di 

'-> a.) 

(v. n. 19): il suo massimo moltiplicatore contiene solo le potenze di 

10 
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dove Q è radice primitiva del grado (v. Parte I, n. 24), e quindi ha tutti i 
divisori di primU classe (v. Parte I, n. 35); dunque è necessario e suflBciente 
che tutte le sostituzioni del gruppo siano i prodotti delle differenti potenze 
della (25) con quelle della (26), cioè le sostituzioni comprese nel simbolo (24). 

Le (24) non possono dare due permutazioni che abbiano più di una lettera 
allo stesso posto ('): dunque tutte le radici debbono esser funzioni razionali 
di due qualunque tra loro (v. n. 12); e questo è sufficiente, come già dimo- 
strai in una mia Nota : Sopra la risolubilità per radicali delle equazioni di 
grado primo (^): e come si deduce facilmente dal n. 13. Le (24) dando non 
più di in{fi — 1) permutazioni, e per il n. 3 solo avendosi 1. 2... ju = /i(/c — 1), 
tutte le equazioni di grado primo superiore a 3 non sono in generale riso- 
lubili per radicali. 

24. Affinchè una equazione di grado [x primo sia risolubile per ra- 
dicali è ìiecessario e sufficiente che la risolvente lagrangiana ammetta un 
fattore razionale di primo grado. 

Le radici della risolvente lagrangiana sono in questo caso 



X. (^"'^'^^r 



dove 



2_ a*»» = 



e q radice primitiva di /e (3). Questa funzione è evidentemente invariabile 
per tutte le sostituzioni (25) e (26) del gruppo (^); dunque la risolvente ha 
una radice razionale ; e questo basta perchè col metodo di Lagrange si pos- 
sano ottenere tutto le radici espresse per radicali. 

Passiamo a determinare gli altri fattori razionali della risolvente. Poiché 
il gruppo delle (25) ha per massimo moltiplicatore quello delle sostituzioni 
date dalle (26), basterà determinare il moltiplicatore di questo ultimo. In 
questo caso la equazione (14) della prima parte, diviene 

che ha per integrale 



{}) Vedi: Annali di scienze mai. e fis , compilati da B. Tortolini, t. II, p. 8; (od 
anche p. 19 di questo volume). 

(») Ivi, p. 14: (od anche p. 23 di questo volume). 
(3) Ivi. 
(*) Ivi. 
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dunque la risolceiite I agra agi atta delle eiiaazioni di grado [i irrimo ha tanti 
fattori ragionali di grado /i, qaaate sono le sostituzioni ip cioè quanti i 
numeri primi inferiori a ,u: gli altri sono di grado ju(/t— 1), e tutti poi 
risolubili per radicali. 

III. 

Delle equa::ioni il grado delle quali è il prodotto 
di pih numeri primi differenti. 

25. Una equazione il grado della quale è il prodotto di numeri primi 
differenti non può esser risolubile per radicali, se il suo gruppo non è a 
lettere congiunte. 

Poiché abbiamo veduto che l'ultimo gruppo di una equazione risolubib 
por radicali dev'esser di grado primo p divisore del grado u della equazione 
(V. n. 19); e che il massimo gruppo cho lo abbia per divisore è (v. Pa;te I, 
n. 26, 27, 28) a lettere congiunte quando i fattori di /i sono differenti tra loro. 

26. Una equazione irriduttibile il grado jtt = pq della quale ha dei 
fattori pigimi differenti non può essere risolubile per radicali, se non è 
decomponibile in p fattori razionali di grado q, coW aggiunzione delle sole 
radici di una equazione di grado p. 

Distinguiamo con un apice h le lettere di uno stesso sistema, con un 
altro k il sistema al quale appartengono, avremo per il teorema precedente 
che tutte le sostituzioni del gruppo dovranno essere della forma 






Siano Fo Pi Pg . . . Pp-i altrettante funzioni ciascuna delle lettere di uno stesso 
sistema, e invariabili per le sostituzioni 

(27) ij' ) 

Esse saranno radici di una equazione di grado p il gruppo della quale con- 
tiene soltanto le sostituzioni 

<^*> c:J ■■ 

e poiché esse sono variabili per tutte le sostituzioni (28), aggiunte riduranno 
il gruppo alle sole (27). Dunque le funzioni invariabili per quelle saranno 
razionalmente cognite ; e quindi anche le funzioni simmetriche di ogni sistema 
di radici: dunque per l'aggiunzione delle p radici F^ la proposta si ridurrà 
in p fattori razionali di grado q, come volevamo dimostrare. 

È evidente che le funzioni simmetriche delle F, ossia i coefficienti dalla 
equazione della quale esse sono radici, saranno invariabili per tutte le 
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sostituzioni del gruppo, e quindi razionali, e la risolvente Lagrangiana, che iu 
questo caso è di grado 

doFri avera un fattore razionale di primo grado se p è primo; se no, dovrà 
essar riduttibile paàmaata la equazione che dà la P, e così di seguito,* finché 
naa si arrivi a una di grado primo; par la quale vale quello che abbiamo 
stabilito nel paragrafo precadente. Lo stesso deve dirsi dei fattori razionali 
di grado q, i quali posti a zero danno direttamente le radici. 

Le condizioni esposte nei due teoremi dei n. 25 e 26, non sono suf- 
ffìcienti; mi le condizioni sufficienti sono già in esse contenute: parche ri- 
mangono ridotte a quelle delle equazioni di grado primo, che tali sono le 
uUima equazioni irriduttibili alle quali si arriva con questo metodo. 

Quando una equazione irriduttibile è di grado pq, e p e q sono numeri 
primi differenti, indicando le radici colle lettere 

«^0,0 ^1,0 «^^p— 1,0 

tTOjl '^l,! «^p— 1,1 

•^0,7—1 » *^ì,q—l *^p—l,g—l 

i casi di risolubilità sono i soli tre seguenti : 

P. Quando il gruppo della equazione è di grado 

e le sue sostituzioni sono date da 

\«^cp(i),o/ \«2?©(i),i/ \*^<?(*),9-i/ y^h^Ot)^ 

2®. Quando è di grado 
e le sostituzioni sono 

3®. Se il gruppo è di grado 

pq(p — ^)(q — ^) 

e le sostituzioni 






In tutti questi simboli dovrà aversi 

(f (^) =zai--hb, ìp{h)^ah-hb' 
essendo a e b numeri interi qualunque <CPj ^' ^ à' >^. 



(») V. Serret, Cours d'Alt/, sup., p. 240. 



Le risolventi lagrangiane delle equazioni di grado p ^ q dalle quali si 
fa dipendere la proposta, debbono inoltre aver tutte un fattore razionale di 
primo grado (v. n. 24). Facendo j9 = 2, j' == 3 si hanno i tre casi di riso- 
lubilità delle equazioni di 6® grado, sviluppati e dimostniti da Luther nel 
t. 36 del Giornale di Creile. 

27. Da ciò che abbiamo stabilito nel numero precedente si deduce immedia- 
tamente che il grado del gruppo di una equazione di grado m =pq, dove ;; e q 
sono differenti, non deve esser maggiore di 1.2... q, 1.2...;;. Ora il gruppo 
di una equazione di grado pq in generale è di grado 1.2.3./)^; dunque af- 
finchè sia risolubile per radicali dovrà aversi 

1.2.3...;)/7:^ 1.2.3... (/.1.2.3...J9; 
anche 

(/H- 1 .^/-h 'ò.,,pq~\.2.^....p 

lo che evidentemente non può essere se /? e j' > 1 ; dunque l'equazioni i gradi 
delle quali ammettono dei fattori primi differenti, non sono in generale ri- 
solubili per radicali. 

IV. 

Delle equazioni il grado delle quali è la potenza 
di un numero primo. 

28. Se il gruppo K di una equazione risolubile per radicali di grado 
p*' (p essendo un numero primo) non è a lettere congiunte, deve necessa- 
riamente: P. non contenere altre sostituzioni che della forma 



(29) 






(k e i Br essendo radici di xp'' == x (mod. p.)) ; e in conseguenza essere di 
grado, o eguale a 

M =p- ip' - 1) (p'-p) ... ip'^ —p'"') , 
a un divisore di M.; e tutte le radici della equazione debbon essere fun- 
zioni razionali di r-f-l tra loro. 2\ Essendo sempre 

H — Ko GGi Gj , '^ 
dove Ko ha soltanto sostituzioni della forma 
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e G, Gì, Gj hanno il medesimo significato che al n. 38; il gruppo Gì il 
grado del quale è un divisore di 

(})•• — l)(p''—p)...(p-' — p-'-') 
2ÌP-1) 
deve essere decomponibile in gruppi di prima classe. 

L'ultimo gruppo deve essere di grado p (v. n. 19), dunque (7. n. 28) il 
massimo gruppo che lo ha per ultimo divisore è a Iettare congiunte, non 
cantiene altre sostituzioni che le (29) e il suo grado è un divisore di M, e 
non è decomponibile in gruppi di prima classe altro che quando lo è Gì (v. 
Parte I, n. 38). 

Le funzioni non simmetriche delle v -f- 1 radici che hanno per apici 

0, X, i, i^ ... r*-* , 

di altre v -\-\ delle radici della congruenza x''^^ ^ x (mod. p\ delle quali 
nessuna si possa esprimere linearmente per altre (v. Parte I, n. 32) sono va- 
riabili per tutte le sostituzioni del gruppo: dunque (v. n. 6), tutte le radici 
possono esprimersi razionalmente per esse. 

La prima condizione del teorema contiene la seconda quando p^ = 4, = 9 
(v. Parte I, n. 38). 

29*^. Affinchè una equazione irriluttibile di grado p"* (p essendo numero 
primo e v qualtinjue) sia risolubile per radicali^ è necessario e succiente 
che essa sia decomponibile in p"*"? equa:ioni ognuna di grado p^ / 
Cìefficienti delle quali siano funzioni razionali delle radici di una sola 
equazione di graio p'*"'?, che ciascuna delle radici possa prender la forma 

^ = A + |/So 4- |/Si H f- j/Ss , 

essendo A razionale, e le S, radici di una equazione di grado ^ <C^^^, i 
coefficienti della quale siano razionali funzioni razionali diradici di equa- 
zioni di gradi minori di p^ — 1 : e che sì neltun caso che nell'altro le equa- 
zioni dalle quali si fa così dipender la proposta siano risolubili per radicali. 

Il gruppo della equazione sarà a lettere congiunte, sarà il gruppo 
K del numero precedente. Se è a lettere congiunte, è evidente che si veri- 
fica il primo caso del teorema (v. n. 26). Se è eguale a E passiamo a di- 
mostrare che si deve necessariamente verificare il secondo. 

La espressione lagrangiana del numero 21 sarà in questo caso 

/..p,i ..„:- ,'• 

essendo a radice immaginaria p"^'^ delia unità, e rappresentando con (tn la 
espressione 

«I i H- a» ?* a,_i j^~' 
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per una coinbioaziono qualunque di valori numerici delle a minori di /). Essa 
è invariabile per le p* sostituzioni circolari del gruppo Ko. Ora tra i seguenti 
e successivi moltiplicatori di Ko nel gruppo K se ne potranno prendere alcuni 
in modo che il loro prodotto sia del più alto grado <C'p^, cioè al più eguale 
a 'p^ — 1. Chiamiamo questo gruppo r e <^ il suo grado. 

Se eseguiamo tutte le sostituzioni immaginabili sulle Xt contenute nella 
So, avremo M valori differenti per la medesima, 
(30) So Si S, ... Sm-i , 

essendo, come è facile a dimostrarsi, 

p (1.2.3 ....jt>^-»)P 

Le sostituzioni di K eseguite sulle Xt della So non potranno dare piti 
di m dei valori (30), chiamando m il massimo comun divisore di M e di 

M' =--- {f — \)(f—y) (f —f) {f —p-*'^) . 
Quelle di r non potranno dare più di ó valori (30), e à dovrà essere divisore di 7n. 

Ora costruiamo la equazione che ha per radici i ó valori (30) ottenuti 
colle sostituzioni di r. Il grado della risolvente lagrangiana che ne darà i 

M 

coeflScienti sarà al più eguale a -^ : e poiché facendo tutte le sostituzioni 

di K nelle funzioni simmetriche P di quei c^ valori, le quali sono invaria- 
bili per le sostituzioni Ko r, non si possono avere più di — valori differenti, 



essendo Ko F un divisore di K, la risolvente sarà riduttibile, e avrà un fat- 
tore razionale di grado non maggiore di -j . 

Dalla forma delle S è facile dedurre, rammentando il metodo già usato 
nell'Algebra, che lo radici avranno la forma 

[^ _ i^ _ 1^ 

^ rtr: A -F- f^So -f- |' S, H" -h jS^^i , 

A essendo il coefficiente del secondo termine della equazione. 

Se -^ <Zp^ — ^ ^ ^^ dimostrato il teorema : ma quando non è, col 

metodo Lagrangiano è evidente che si potrà abbassare la equazione che dà 
la P tinche non si giunga a una risolvente di grado <];)'' — 1 . 
Consideriamo ora alcuni casi particolari. 

V. Sia v=^2,p = 2, sarà M = ^ ' ^ ' ^'^'^ = 3 , M^ ^ 3 . 2 , onde 

m = 3 , e poiché ò deve essere un fattore di m , sarà eguale a 3 ; e il 

i^rado del fattore razionale della rivsolvente lagrangiana sarà eguale a — — 1 . 



— 80 — 
2". Se v-2,;>- 3; sarà M ^ -^^^y^l^^ 2'.5.7,M' - 2«.3; 

iti 

TO =- 2* , rf =-- 8 ; j ^ 2 . 

3°. Se r = 3,;; = 2; M = ^^j^, .= 5 . 7 , M' = 7.6.4, w -. 7, 

Le risolventi lagrangiane per l'equazioni di 4° e S'' grado debbono aver 
un fattor razionale di P. grado: per quelle di 9® al più di secondo. 

30. Una equazione il gruppo della quale sia > M, avendo M il valore 
del n. 28, e che abbia per grado una potenza di un numero primo, non può 
esser risolubile per radicali (v. n. 28). Deve dunque aversi, se le radici non 
hanno delle particolari relazioni tra loro 

p^ip-* — 1) (p-'—p) . . . (;^" —P^'') ^ K (;>'' — 1) (;/ — 2) . . . . 3 . 2 . 1 , 
anche 

(p^ -p) {p^ -p^) . . . {p^ -p^-^) ^{f -2) ip^ -S) . . ,S .2 , l . 

Ora questo non ha luogo in generale altro che per i casi seguenti 

r = 1 , /? - 1 ; r = 2 , p - - 1 
p = 2; p = 2; 

p = S; 
dunque le equazioni il grado delle quali è potenza di un numero primo ed è > 4, 
non sono risolubili per radicali in generale ; ma di quelle il grado delle quali 
non è potenza di un numero primo non ve ne è alcuna (v. n. 23 e 26); quindi nes- 
suna equazione di grado > 4 può essere in generale risolubile per radicali. 
Determinato se una equazione algebrica è o non è risolubile per radicali, 
per irrazionali primitivi di altre date classi, rimane a eseguire la risoluzione 
eflfettiva. Abbiamo avuto luogo di accennare il modo che può tenersi per la 
medesima ; però appena il grado della equazione è un poco elevato, i calcoli 
necessari divengono di una lunghezza da stancare ogni paziente calcolatore. 
Ma le ricerche intraprese con successo da molti distinti geometri in questi 
ultimi tempi sulle quantità complesse della natura della espressione di La- 
grange, fanno sperare che l'Algebra potrà non solo vantaggiarsi dell'acquisto 
di nozioni più determinate e più estese sulla natura degl'irrazionali primitivi, 
ma giungerà anche ad arrichirsi di Tavole che diano gli elementi coi quali 
si possa con più speditezza condurre il calcolo della costruzione dei valori 
delle radici coi coefficienti; come ne abbiamo un esempio per le equazioni 
binomio, nei bei lavori dei sigg. Plana e Kummer. 
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VI. 



SOPRA L'ABBASSAMENTO DELLE EQUAZIONI MODULARI 
DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 

(Dagli Annali di Scienie malematicbe e fisiche, t. IV, pp. 8t-ioo, Roma, 1855). 



1. È noto ch« la equazione algebrica 
(1) Fix) = 0, 

0) 

la quale serve a determinare sn — quando 



0) j e 






e 7? è un numero primo qualunque, ha p^ — 1 radici comprese nella 
espressione 

,^. /meo -f- nm\ 
(2) ^m.n =-sn(^ j, 

dove m e n sono numeri interi qualunque <J9, che possono essere separa- 
tamente eguali a zero, 1 = ^ — 1, e 

da; 






{l — {l — k^)a') 

Costruiamo una funzione razionale delle p^ — 1 radici (2), che muti valore 
per qualunque sostituzione si faccia sulle medesime. Sia questa 

(3) U = f y^QA ^o»j ••• ^o,p-i «^1,0 ^1,1 ••• ^i,p-i ••• ^p-iio ^p-i,p-i) • 

Dalle formule dell'addizione e della moltiplicazione delle amplitudini, 
abbiamo 

ma) ntòi j nm , nm m« , mw 
sn — cn — dn h sn — cu — dn — 

(4) ;r„,„ = -£ 2 P L.-2 L. 

1 — A* sn* — sn* — 
p p 

11 



■ K 
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e qualunque sia a, indicando con tpi.tpi, . . . . funzioni razionali, se (j è pari 

Ìsn ja = sn a cn a dn a tpi (sn*a) , 
cn qa = ip^ (sn*a) , 
dn qa = 1//3 (sn*a) ; 
e se ; è dispari 

!sn qa = siì a \p^ (sn^a) , 
cn qa =-. cn a ^" (sn'a) , 
dn ja = dn a %ff''\%Xì}a) . 

Quando « = — , = — , osservando che jo + 1 è pari, si ricava dalla seconda 
e dalla terza delle (5) 

cn a = cn (jo -+- 1) a = V'e (sn'a) 



(7) 

^ ^ ( dn a = dn ( jo H- 1) a = Va (sn*a). 

Sostituendo i valori (7) nei secondi membri delle (5) e delle (6), questi 
diverranno tutti funzioni razionali di sn a, e quindi, applicando quelle for- 
mule alla riduzione della (4), si avrà Xm,n dato da una funzione razionale 

di sn — e di sn — , qualunque siano i numeri interi m ed n. Dunque il se- 
condo membro della (3) potrà esprimersi per una ifunzione razionale if delle 
medesime quantità, cioè 

(8) o = ,(,,^,,„|). 

Il prodotto 

/*i\ ^ rw \ ( b'fo-^ bmX la'(ù-\- aon\\ 

(9) n ^ n^ l^sn (— y— ). sn (^ ] J , 

esteso a tutte le combinazioni dei valori interi di a, i, d e V <Cp, sarà 

evidentemente una funzione razionale e simmetrica delle radici della (1), e 

quindi razionale dei coeflScienti della medesima. 

I fattori di fi sono eguali ai valori che prende U quando nella (3) si 

V(o-\-bm diù-ham .... x • 1 2- ^ ji- ^i 

pongono e rispettivamente m luogo di — e di — , e 

che corrispondono alle permutazioni delle radici che si ottengono nella me- 
desima (3) colle sostituzioni 

Dunque Sa è una funzione razionale delle radici della (1), invariabile soltanto 



— sa- 
per le sostituzioni (10), ed è razionale dei coefficienti, quindi il gruppo 6 
della (1) avrà tutte le sue sostituzioni comprese nel simbolo (10) (0- 

2. Una qualunque delle sostituzioni (10) cangia contemporaneamente 

e questo avviene per ì p — 1 valori di h <C.p : dunque le j» — 1 lettere, gli 
indici delle quali hanno i loro rapporti geometrici congrui rispetto al mo- 
dulo jo, dalle sostituzioni di G o sono permutate tra loro, o in altre che 
hanno anch*esse tutte quante congrui i rapporti dei loro indici, e quindi il 
gruppo G è a lettere congiunte, i sistemi di queste sono p-\'l e ciascuno 
è composto Ai p — 1 lettere. 

Indicando con q un numero qualunque </), i tipi delle lettere dei 
/) -f- 1 sistemi saranno 

(11) Xq^o ^q,q ^g,«<? ••• ^g,(p-l)g' ^0,g » 

anche ponendo 

^q,iq = Vq.i » 

(12) y^.o yq^ yq.2''> yq.p-1 yq,\ ; 

e le (10) eseguite sulle (12) diverranno della forma 

(13) W^v 

poiché 

^aqi-^b'q,aqi-^bq = ^ («'»+«>') «i^j:;^; * 

Da ciò è facile dedurre 

(14) G = HK , 

rappresentando con H un gruppo le sostituzioni del quale sono date da 

yq.i 



(15) 

e E essendo un altro gruppo che ha le sue sostituzioni comprese nella 
espressione 

(16) ] y^3}±L 



(1) Vedi il n. 6 della parte II della mia Memoria, Sulla risolutione delle equaiioni 
algebriche, nel t. TU degli Annali di So. mat. e fis. compilati da 6. Tortolini, Roma, 1852; 
(od anche pp. 31-80 di questo volarne). 
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Il gruppo H è il prodotto di altri tutti di prima classe, poiché tutte le sue 
sostituzioni (15) sono potenze della unica nella quale q è radice primitiva 
di p (0. 

Pertanto la (1) che ha per gruppo G sarà riduttibile in p-\'l fattori 
di grado p — 1, e razionali quando siano aggiunte le radici di una sola equa- 
zione di grado p+ 1, il gruppo della quale sia K, e le equazioni che na- 
scono ponendo a zero questi fattori avranno per gruppo H, e quindi saranno 
tutte risolubili per radicali (-), come già dimostrò l'Abel {^). 

3. La equazione di grado p-\'l q di gruppo K, dalla quale dipende 
la risoluzione della (1), può avere per radici quali si vogliano funzioni ra- 
zionali delle radici della (1), basta solo che siano invariabili per le sostitu- 
zioni (15) e variabili perle (16): dunque potrà essere la equazione modulare 
che serve alla trasformazione dell'ordino ^/»»'"o, la quale ha le sue p-\-l 
radici della forma 

P 1 P 1 

Il prodotto 77 deve essere esteso ai ^—-z — valori di q non '^^-—^ — , V ^ 

una funzione razionale come si deduce dalle (5), (6) e (7), e ^ ha i jo -f- 1 
valori 

(18) 0, 1, 2, 3, ... ,;>-!, j {% 

Con questi numeri rappresenteremo per brevità le radici stesse (17), e le so- 
stituzioni (16) del gruppo K diverranno 



(19) \at^b 

\dt-\-V) 



Non per tutte le combinazioni dei valori di a^ b, d ^ b' si hanno 
dalla (19) sostituzioni effettive o reali. Quando due o più radici sono con- 



(1) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche^ parte I, n. 35. 
(*) Vedi la Memoria citata, parte U, n. 18, 2**. 

(3) V. Abel, Oeuvres complètes, 1 1, n. XII dell'edizione di Holmboe (n. XVI della 
nuova edizione di Sylow e Lie). 

(*) V. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, n. 21, 24. 



— 85 — 

yertite in una medesima radice, la sostituzione che dà una tale permutazione 
è assurda e la diremo immaginaria. Sia 

i ' \ 

{ yt-^i \ 

una delle (19) immaginaria, e siano ^ e ^' le dae radici che rimangono con- 
vertite in una stessa radice; avremo 

e quindi 

{ad-Py){t-t')^Q: 

congruenza che ò soddisfatta soltanto quando il determinante 

D = arf — /Jy = 0, 
oppure 

Dunque sostituzioni immaginarie sono soltanto quelle, il determinante delle 
quali è congruo a zero rispetto al modulo p {})- 
Le (19) possono ridursi ai tre tipi seguenti: 

(20) ' (21) 1 ' (22) L^ + .( 

( at-{-b ) [at-hb \ ( t-hb'] 

La (20) e la (21) sono sempre reali, e danno p(p — 1) sostituzioni ciascuna; 
la (22) contiene p^{p — 1) sostituzioni, poiché a può arere p — 1 valori 
differenti, e ^ ne possono avere b e b' ; m^ p{p — 1) di queste sono imma- 
ginarie, altrettante essendo le combinazioni dei valori di a, & e b' per le 
quali è soddisfatta la congruenza 

D = aA' — * = 0. 
In conseguenza la totalità delle sostituzioni (19) sarà di 

e questo sarà il grado del gruppo E della equazione modulare. 



(0 Questa proprietà è generale per tutto le sostituzioni sopra p^—l lettere, della 
forma 



(«) 

dove si riguardino al solito eguali grindici congrui rispetto al modulo p. 
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Poniamo 

i \ ì i 



e conveniamo con Legendre, I — ) =^ 1 significhi che m è residuo quadratico 
di jo, I — j = — 1, che n è non residuo di p. Facendo il prodotto delle due 



sostituzioni, ayremo 



a\ i 4- b\ 



AfiRnchè due sistemi d'indici differenti w, »,..., r; m\ »', , / siano convertiti 

in ano stesso sistema è necessario e sufficiente che siano verificate le congruenze 



ossia 






a(v)(^ - mO -+- *<^>(n — nO -« h ^<^>(r — rO = 0. 

Ora questo sistema di congruenze non può esser soddisfatto a meno che non sia il de- 
terminante 

' a! h' , , . W 
D = < > = 



a<*> i<^> . . . ^(^) 

oppure 

m = m', n = n' . . . r = r'. 

Dunque è necetsario e sufficiente, affinchè una soitiluzione (a) sia immaginaria, che il 
suo determinante sia congruo a zero rispetto al modulo p. 



— 87 — 

dove 

a^ = aa + a' ? , bi = ba-h b'fi , 

a\= acc'-r- d (/ , *'i= hcl^ V (f , 
e il determinante 

j = aib\ — cixbi = T>\)'\ 
quindi se 



(f)-(f)'-(7)-' 



e se 



(f)=-© ■ (7)=-- 

Da ciò segue che, quando 

la derivata ^1 di B per mezzo di tp avrà anch^essa il detei-minante Di re- 
siduo, poiché essendo 

Bìp = xpB^ 



e quindi 

Dunque, se si deriva per mezzo di una sostituzione il determinante della 
quale è non residuo di p, un gruppo M formato con tutte le (19) reali che 

hanno il determinante residuo, e che sarà di grado ^^ 1 » ^^ 

avrà un derivato eguale al primitivo: e quindi 
(23) K = MN, 

indicando con N il gruppo delle due permutazioni, la cui sostituzione diffe- 
rente dall'unità ha il determinante non residuo di p {}). 

Quando jo -}- 1 ^ ì^ prodotto di fattori primi differenti, il gruppo M è 
primo perchè altrimenti dovrebbe essere a lettere congiunte, e quindi il suo 



(1) Prendo questa occasione per notare la inconvenienza della trasformazione in indici 
frazionari, che ho fatta nella mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche 
parte I, n. 38, per dimostrare questa decomposizione nel caso generale: Ih dimostrazione 
rimine la stessi, mantenendo gFindici interi. 
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grado divisore di 1. 2 ... a. 1. 2. 3. ... /?, essendo afi=p -}- 1 ; il che è 
impossibile contenendo nel suo grado il fattore primo p^cc e '^fi (^). D'al- 
tronde jo + 1 ha sempre dei fattori primi differenti, a meno che non sia eguale 
a una potenza di 2, poiché altrimenti p sarebbe un numero pari e quindi o 
non primo o eguale a due. 

4. Se il gruppo M non si può decomporre in gruppi di prima classe, 
è però la sonmia di p gruppi derivati simili nei casi determinati dal seguente 

Teorema. Allorché le potenze dispari <C,p — 2 di una radice primi- 

Uva g del numero primo ;? = 4/^ + 3, per la quale y- 1 = 1» soddi- 
sfanno Vuna l'altra delle due congruenze 

(24) ,.,._,(, + i), + i^o 

(25) g*x*— {g + \)x+\=Or ^' 

il gruppo M è la somma di p gruppi derivati simili a lettere congiunte. 
Sia g*'-^^ una radice della (24), sostituendo e ri ducendo, avremo 

(26) g* (i7«*' — iy^g(g — 1) (^«-i _ 1) _ ^ + 1 = 0. 
Ora è facile verificare le due identità 

(27) (^«*' - 1)» = / (</«'*• - 1)« -^2g(g- 1) (<7«*' _ i) + (^ _ i)» 

(28) (<?»-» — 1) (<7«-> -l) = g* («/«"' - 1)* + (g* — 1) (^"*' - 1). 
Sottraendo la (27) dalla (28) moltiplicata per g, si ba 

g (g*'*' - 1) (<7"*' - 1) - (?"** - 1)* 
= Ì9-l){9*{9"^'-ir-h9{9-l)(9''*'-l)-9-hl)^0, 
onde 

(29) ^^«^t_i =gu*i_i • 
Dalla (26) si ricava anche 

g(g*M-l)(g*i-*-l) = g-l 

la quale poiché 1 ^ |= 1, dà 

e quindi 

(30) ^^iuTZZT^S*'*"' 



(1) Vedi la Memoria più volte citata, parte I, cap. 2, § IH. 
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■izzl 



dove y è un intero < ^ " ; e dalle (29) e (30) 



(31) 






Se p'"'*'' è una radice della (25), sostituendo si ha 
(32) g^ (^«'*' _ 1). -}- (2^ + 1) (<7 - 1) (^«-> _ 1) 4- ^ (^ _ 1) = , 
e sottraendo la (27) moltiplicata per g dalla (28) 

{g*'-»-l)(g*'*^—l)—g(g*^*—iy 

= (i-9) (<7%"*'-l)* + (.2g-hl) (g-1) (g*'*'-l) -h g{g-l)) = . 
onde 

Dalla (25) si rileva 



^ -g^' 



^--i — 1 



e quindi 



che dà 

(34) 

e sostituendo nella (33) 

(35) 

Le sostituzioni 






g*'*'-i 



=9*\ 



0»l+» 1 



— 1 



) 



(37) 



r 



^.i=^' ^-'(,...._^ 



'-9' 



f«a 



(36) 

In^o . 

appartengono al gruppo M, poiché i loro rispettivi determinanti 
sono ambedue residui quadratici di p, essendo 

quando p è della forma 4» + 3, e perciò i — j=— 1. 



12 
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Valendosi delle notazioni di Cauchy, adottata anche dal Serret, si può porre 

la (36) sotto la forma 

00 ^« g^ (/«« g'^^' gP-' g ) 

^«6-4-1 g*^ g^^ g^^ oo - g^' 9^' ^ 

dove t~ *^~ , e 

a 

^l(a-p)-»-i 1 ^t(^a)-i 1 

ni^ = />«8 9—— — /J«5 2—- i- 

y — 9 ^«(o-p) 1 — y gu^^oi) 1 ' 

/>^3 = /)«5 y L — />«5 -Jl L . 

Se prendiamo il primo dei due valori di g^^ e di g^^ quando /f <C «, e il se- 
condo quando fi^a, il massimo valore del più piccolo dei tre esponenti di g 
formati colla differenza di a e di fi, che ivi compariscono, sarà p — 3, per- 

v — 1 
che ^--T — è il più gran valore che possono avere a e fi. Quando g inalzato 

a questo più piccolo dei tre esponenti sarà radice della (24), si avrà dalle 
(30) e (31) 

g^ = g't, /P = (7n-^; 
e quando sarà radice della (25), le (34) e (35) daranno 

pf*P = ^n^i, g'^ = g't. 

Anche alla (37) si potrà dar la forma 

^0 00 g* g^ ^«* g'^^' gP-' g ) 

ì g^^ g^^^^ /» g^' oo g^^ g^^ ) ' 

dove 

y — y ^«(p-a)-i j y ^«(ot-p)-»-i j 

y — y gti^-oL) 1 y ^«(a-p) i » 

d*onde si deduce analogamente 

9^^=g'^^\ g"^=9'^\ 
oppure 

9^^ = 9"t, g'^=g'^^K 

Dunque le sostituzioni (35) e (37) o permutano tra loro le lettere di cia- 

scuna delle seguenti ^—j: — coppie 

(38) Ooo, g*g^, g* g> g*'g***\ , ST' g, 

ossivero pennutano le coppie stesse Tana nell'altra. 
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Questa proprietà non appartiene ad alcuna delle altre sostituzioni del 
gruppo M, e del tipo (22). Infatti, supponiamo che goda di questa proprietà 
la seguente 

(39) i-b[- 

essa avrà anche la forma 

CD bc . . . 

ab . 

— a 00 . . .• 
e 

in conseguenza dovrebbe aversi 

b = g^t, c = g*t^\ 

ovvero 

e affinchè fossero congiunte — e a, nel primo caso dovrebbe aversi a ^ j^**** , 

e 

e nel secondo a^g^^ , e quindi la (39) o sarebbe una delle (37) o una 

delle (36). 

Quanto alle sostituzioni del gruppo M e dei tipi (20) e (21) è facile 

a vedersi che godranno la proprietà in quistione soltanto le seguenti 

i' ) ('■ ) 

(40) , W 1 . 
( g^U\ Ig^^^'i] 

La (40) si può considerare come un caso particolare della (36), quello 
cioè in cui invece della coppia p**"^* p'* si ponga <»; e la (41) si può 
dedurre egualmente dalla (37). 

Pertanto le uniche sostituzioni (36), (37), (40), (41) del gruppo M sa- 
ranno a lettere congiunte, cioè o permuteranno tra loro le lettere delle 
coppie (38) permuteranno le coppie l'una neiraltra; e poiché i loro pro- 
dotti devono godere la stessa proprietà, esse costituiranno un gruppo L. Il 
grado di questo gruppo si otterrà numerando tutti i valori possibili delle 
costanti che compariscono nelle espressioni di quelle sostituzioni, perchè sono 

tutte quante reali. Ora 6 può avere ^-^ — valori differenti, e a ne può avere 

^'X ? <iuindi è facile dedurre che ^ ci sarà il grado di L. 

Derivando L per mezzo delle sostituzioni (19) non comprese nelle espres- 
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sioni (36), (37), (40), (41) si avranno p gruppi derivati simili, la somma dei 
quali costituirà il gruppo M di grado 

p(p — \)(p^\) 
2 
5. Quando j9 = 4/j -f- 1 non si può, come per j9 = 4» + 3, costruire 
con alcune sostituzioni di M un gruppo di grado 

(p-l){p+l) 
2 
nel quale siano lettere congiunte oo , e le altre coppie di lettere che ab- 
biano un rapporto non residuo quadratico di p : poiché allora se appartengono 
a M le (36) e (40), non vi apparterranno le (37) e (41), e viceversa (v. n. 4.). 
Vediamo se per sostituzioni analoghe a quelle potranno esser congiunte oltre 
e 00 , lettere che abbiano un rapporto residuo. Siano le coppie delle let- 
tere congiunte le seguenti 

(x> , 9 9^ , 9^ 9^ y . . . . , g^' 9*. ' 
Alla sostituzione 



\9*i) 



può darsi la forma 

co 9 9^ 9^ 9^ . . . 9P-^ 9* 
co 9^9^ 9^ 9^^ ... 9^ 9^ 

onde non sarà a lettere congiunte nel modo voluto, a meno che non sia 

^* = l(mod.j)), 

cioè 

4=;)-l, 
e quindi 

p = 5. 

Lo stesso si trova per la sostituzione 



{9'i 

Dunque soltanto per /) = 5, può tentarsi la decomposizione di M in j9 gruppi 
derivati simili e non eguali, nei quali siano congiunte le lettere che hanno 
un rapporto residuo. Ecco come ha luogo di fatto questa decomposizione. 
Le tre sostituzioni 

i . . i . . i 

\ 1 
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e quelle che si ottengono moltiplicando le medesime tra loro, danno il gruppo 
L a lettere congiunte di grado 

(5 + l)(5-l) 

2 -^^• 

questo derivato per mezzo della sostituzione 

dà i 5 derivati simili che sommati fanno il gruppo M di grado 

(5-f.i)(5-l)5 _gQ 

(L) 
0O02341 «03241 «03214 «02314 

2341«0 32410« 3214oo0 23140» 

41«023 410«32 14«032 140«23 

(L.) 

«13402 «14302 «14320 «13420 

3402«1 43021« 4320wl 34201« 

02«134 021«43 20«143 201«34 

iU) 

«24013 «20413 «20431 «24031 

(M)^4013«2 04132« 0431«2 40312« 

13«240 132«04 31«204 312«40 ' 

(U) 

«30124 «31024 «31042 «30142 

0124«3 10243« 1042«3 01423« 

24«301 243«10 42«310 423«01 

(LO 

«41230 «42130 «42103 «41203 

1230«4 21304« 2103«4 12034« 

30«412 3014«2 03«421 034«12 

6. Poiché le due congruenze (24) e (25) sono di secondo grado, e quindi 
ciascuna non può avere piii di due radici incongrue, affinchè abbia luogo la 
decomposizione dipendente dai teorema del n. 4, non dovranno i numeri di- 
spari <ip — 2 essere in numero >4 ossia dovrà aversi 

2 = 
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onde p dovendo anch'essere della forma 4» -{- 3 e primo, non potrà essere che 
7 e 11. In questi due casi però sono verificate tutte le condizioni del 
teorema. 

1.» Caso: ;) = 7; ^^ = 3 dà (2^^\ = /|\ = i ; e (25) diviene 

2ar' — 4x+l = 0(mod. 7) 
la quale è soddisfatta dalle potenze disparì di 3 minori di 5, 

a: = 3 , ^ 3» . 
Le coppie di lettere congiunte del gruppo L saranno 
0, oo; 2, 6; 4, 5; 1, 3; 

2.^ Caso: jo = 11 ; ^ = 2 dà (^^^) = (^) = 1 ; e la (24) diviene 

4;?' — 6^+l = 0(mod. 11), 
che ha per radici 

La (25) dà 

4ar« — 3ar + l=_0, 

le radici della quale sono 

^ = 2 , =2^; 

e in conseguenza tutte le condizioni del teorema sono sodisfatte ; e le coppie 
di lettere congiunte di L saranno 

0, 00 ; 4, 8; 5, 10; 9, 7; 3, 6; 1, 2. 

Da tutto ciò si raccoglie che per i? = 6, 7, 11 il gruppo M è la somma di 
5, 7. 11 gruppi L derivati simili, a lettere congiunte ciascuno; ma che questo 
non ha luogo per i numeri primi maggiori di questi. 

7. Poiché il gruppo K della equazione modulare per l'ordine j» è il 
prodotto del gruppo M per uno N di secondo grado, aggiunta una funzione delle 
radici variabile per le sole sostituzioni di M, non rimarrà che da risolversi 
una equazione di secondo grado (^). Ora una funzione razionale delle radici, che 
per le sostituzioni di L sia invariabile, per tutte le sostituzioni M acquista jd soli 
valori, i quali sono per ciò radici di una equazione di jo"»"*<> grado ; e poi- 
ché ciascuno di questi é invariabile per le sostituzioni di un solo dei gruppi 
derivati simili L, e variabile per quelle degli altri, aggiunti tutti, sarà ri- 
dotto il gruppo a N soltanto, e quindi aggiunto anche un radicale di secondo 



(1) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione dèlie equazioni algebriche, parte U, n. 10. 
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grado, sarà risoluta la equazione modulare (^). L'equazione di jo******® grado dalla 
quale dipende la risoluzione della equazione modulare nei tre casi rammen- 
tati, non può risolversi per radicali, poiché è di grado primo, e il suo gruppo, 

simile a M, è di grado ^^ ^ ^X^ — 1) i^)' laonde si possono 

stabilire i seguenti teoremi. 

Teorema T. La equazione modulare per la trasformazione dellordim 
p^simo y^Qj^ ^ risolvibile per radicali ma può abbassarsi dal grado p + 1 
al grado p, nei tre casi di p = 5, 7, 11. 

Questo teorema è dovuto a GFalois che lo annunziò nella ultima sua let- 
tera a Chevalier. 

Teorema II. La equazione che serve a determinare sn — ^ decom- 
ponibile in p + 1 fattori di grado p — 1 risolvibili per radicali^ quando 
si aggiungono le radici di una equazione di grado p + Wa quale non è 
risolvibile per radicali, ma si può abbassare al grado p, quando p = 5, 7, 11. 

Pistoia, li 27 novembre 1852. 



(1) Vedi ivi, parte II, n. 18. 
(«) Vedi ivi, parte II, n. 23. 
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VII. 

UN TEOREMA SULLA RISOLUZIONE ANALITICA 
DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE 

(Dagli Annali di Scieni^t matematiche e fisiche, t. V, pp. lo-xy, Roma, 1854). 



Due sono i problemi principali dell'Algebra. Il primo consiste nella deter- 
minazione dei valori numerici approssimati delle radici di una equazione, 
quando sono dati quelli dei coeflBcienti, e costituisce la risoluzione numerica 
delle equasioni: il secondo neir esprimere le radici per funzioni analitiche 
dei coefficienti, delle quali si conoscano e il modo di determinarle numerica- 
mente allorché è dato il valore dell* argomento, e tali proprietà che ci per- 
mettano d'introdurle nei calcoli analitici anche quando i cofficienti siano lettere, 
e debbano ritenersi in tutta la loro generalità ; ciò che può chiamarsi la riso- 
luzione analitica delle equazioni. La soluzione del primo problema si ottiene 
in vari modi ; quella del secondo non si è potuta avere altro che per i primi 
quattro gradi e per certe classi di equazioni che hanno determinate relazioni 
tra le loro radici. Ma essa fu tentata finora soltanto con alcune delle note 
funzioni analitiche, cioè coi radicali e colle funzioni circolari e iperboliche, 
che sono insufficienti allo scopo. Anzi Buffini che il primo dimostrò questa 
insufficienza, credette impossibile eseguire la risoluzione analitica anche con 
qualunque altra specie di trascendenti, ma la dimostrazione che volle dare 
della sua opinione non ha valido appoggio. Allora però non erano cognite 
nell'analisi molte altre funzioni dotate di nuove e singolari proprietà. Con una 
specie di queste, cioè colle inverse degrintegrali ultraellittici che si debbono 
all'Abel, io ho trovata la risoluzione analitica effettiva di qualunque equazione 
algebrica generale. Queste funzioni sono quelle stesse delle quali Jacobi scoprì 
una singoiar proprietà che dà loro un aspetto d'indeterminatezza che lo in- 
dusse a trascurarle, e a introdurre invece nell'analisi le funzioni inverse a 
più argomenti (^). Egli trovò che gl'integrali ultraellittici hanno per i me- 
desimi limiti un numero infinito di valori differenti tra loro tanto poco quanto 



(1) De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis etc., auct. C. G. 
Jacobi. Creile, V, 13. 
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si vuole ; ma questi valori dipendono, come il primo ha osservato Cauchy (*), 
dalla linea percorsa nella integrazione dal punto che rappresenta in un piano 
il valore complesso della variabile. Laonde, sebbene, finché questa linea ri- 
mane indeterminata, un limite, ossia la funzione inversa può non variare col 
variare in un modo qualunque del valore delVintegrale, e quindi non può 
riguardarsi come una vera funzione del medesimo; pure quando è determi- 
nata la lìnea percorsa nella integrazione, la funzione inversa ritorna a variare 
col valore dell'integrale, ed è una vera e propria funzione analitica del me- 
desimo. Ora negl'integrali che compariscono nelle formule dalle quali fo di- 
pendere la risoluzione analitica delle equazioni, le linee essenzialmente distinte 
percorse nella integrazione dal punto corrispondente al valor complesso della 
variabile si riducono in ogni caso a un numero eguale al grado della equa- 
zione, onde risultano tutte le radici completamente determinate. Mi limiterò 
ora ad esporre il teorema fondamentale da cui dipende questa risoluzione; 
lo sviluppo e la discussione delle formule, e ciò che ho trovato intomo alla 
determinazione delle specie di trascendenti che occorrono per le equazioni 
dei differenti gradi, e per quelle classi di equazioni, che indipendentemente dal 
loro grado richiedono le funzioni abeliane più semplici, lo riserverò ad altri 
articoli che pubblicherò nei prossimi fascicoli di questi Annali. 

Le i^adici di ogni equazione algebrica, se si riguardano i coefficienti di 
essa, come funzioni lineari intiere di una variabile y, soddisfano sempre 
una equanone differenziale della forma 

dy 0{x)dx 

dove (f{y) è la funzione che deve annullarsi affinchè la proposta abbia ra- 
dici eguali, e (^{x) e ip{x) sono funzioni razionali ed intiere di x, che 
non contengono y. 

Sia la equazione data 

(1) nx)^yf(x) = 0\ 
e 

(2) <^(y) = o 

la equazione finale risultante dalla eliminazione di ;r tra la (1) e la sua 
derivata. Ambedue abbiano il coefiìciente della più alta potenza della inco- 
gnita eguale alla unità. Sia m il grado della (1), n quello della (2). Indi- 
chiamo con 

(3) yi » y« , ya , . . . , yn 



(*) Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, pjr 
A. Cauchy. Paris, 1825. 

13 
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le radici della (2), cioè tutti i valori di y per i quali la (1) ha radici eguali. 
Per y = yi la (1) abbia t\ radici eguali a Xi , t*\ eguali a x\ ecc.; avremo 

(4) ¥{x) + Vif {x) = li {x) {x - x\Yi {x - xry'i 

Se deriviamo la (1), considerandovi y come funzione di Xy otteniamo 



(5) 



g/'(^)-F(^r(.r)-F'(a:)/(a;). 



Ora poiché i valori .r<<'"* annullano la (4) e le sue /<"'* — 1 deriyate, annul- 
leranno anche 

\ n^)r{x) - r{x)nx) =.- /' {x){f(x) h- y./(^)) 

-f(x)(rix)-+-yir{x)), 

¥(x)r{x) -F"ix)f{x)=r"{^)(n^) + y/(^)) 



F(.r) /-"r-" (^) — F«r'-'> (d;)/-(4;) =/<','"-» (a?) (f(^) + y./(a;)) 

-/'(A-)(P«r-"(ar) + y./<'r-»(ar)) , 

e viceversa a ogni valore .r/*^ che annulla i primi membri delle (6), corrisponde 
un valore 

per cui da Xi^'^ sono annullate la (1) e le sue U^^^ — 1 derivate. Onde, chia- 
mando p il grado di f{x) e a il coefficiente della più alta potenza di x nella 
medesima, avremo 



(7) 



^ f(xy = — a{m—p) hi n, {x — Xi^ji' 

(IX I I 



indicando col segno /7 il prodotto, come si suole, di tutti i fattori che si 
ottengono dando all'indice delle quantità sotto il segno tutti i valori nume- 
rici compresi tra i limiti. 

Quando x è una radice qualunque della (1), abbiamo 

V (^) + yn^) - F(a:) + yifix) + {y- yi)f(x) = ; 
onde 
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e anche 

Hi (F(ar) + y,/'(^)) = (- 1)V (*)Ì(y-yO- 
Sostituendo i valori dati dalla (4), ponendo 

1 

e osservando che (^) 

n 

ni{y — yi) = 9{y), 

l 

avremo 

A{x) hi n, {x - Xii^>yl''= (- ir r{x) 9 (y) ; 

I I 

e ricavando dalla (7) il valore del doppio prodotto, 
e quindi 

. / « {x)nin,{x—Xi'*') dx 
/g) ^y _ ^ ' ' 

a(w-^)^(-l)-y(y) ^^(^) 

Moltiplicando il numeratore e il denominatore del secondo membro per i 
fattori irrazionali che possono comparire nel numeratore si ottiene la equar 
zione differenziale della forma che volevasi dimostrare. 

La equazione (8) si potrebbe anche ottenere eliminando ^ tra la (1) e 
la sua derivata presa considerandovi y come funzione di Xy e riducendo con- 
venientemente la equazione finale risultante per mezzo dei valori di ^ e -J- 

espressi per x. Con questo metodo che in generale è assai laborioso, pervenne 
Christmann alla equazione differenziale in alcuni pochi casi particolari {}), 

La funzione if{y) ha varie proprietà degne di esser notate. 

P. Essa è eguale al prodotto dei quadrati di tutte le differenze delle ra- 
dici della (1). 



{}) Ciò nel caso cho q>{y) = non abbia radici multiple : altrimenti Di (y — y^) è 
ugnale semplicemente al prodotto de' fattori di primo grado distinti della (p(y). 

V, e, 

(') Gabbala algebraicat auctore G. L. Christmann, Stuttgardiae, 1827. Opuscolo assai 
raro la conoscenza del quale la debbo alla amicizia del prof. 6. Tortolini. 
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2^ Se s'indica con St la somma della potenza i'*^^' delle medesime ra- 
dici, essa è eguale al determinante 



So Si St ... Sfu—i 
Sì St Sz ... Sm 



^rii— 1 Sm Stn-i-i» • • ^«m— * 



3^. È un invariante della funzione omogenea che si deduce dalla (1) 

u 
ponendovi x = — e moltiplicandola per v^. 

4®. Tutte le funzioni razionali delle radici che hanno due soli valori sono 
della forma A + B[/y(y), dove A e B sono funzioni razionali dei coeflScienti. 

ò"". La sua radice quadrata è la prima irrazionale che bisogna aggiun- 
gere, se si vuole ridurre il gruppo della equazione e risolverla per radicali. 
Infatti, il gruppo non conterrà altre sostituzioni che quelle che risaltano 
dal prodotto di un numero pari di trasposizioni e ^ q{y), che per queste è 
invariabile, sarà esprimibile razionalmente per i coefScienti, (f{y) sarà un qua- 
drato perfetto ; ovvero il gruppo potrà decomporsi in due eguali che non con- 
tengano altre sostituzioni che quelle che risultano di un numero pari di tra- 
sposizioni, e che siano derivati uno dair altro per mezzo di una delle sosti- 
tuzioni che risultano da un numero dispari di trasposizioni; per ridurre il 
gruppo sarà necessario e sufficiente aggiungere una funzione razionale delle 
radici che abbia duo soli valori, cioè \^ ff{y) o una funzione razionale di ^ (f{y) 

Il grado di if{y) non potrà essere maggiore di m{m — 1); potrà però 
ottenersi eguale ad m — 1 riguardando nella (1) tutti i coefficienti, tranne quello 
di ^®, indipendenti da y. 

Esempio. — Le radici di una equazione algebrica generale di quinto grado 
possono esprimersi algebricamente in funzione di quelle di una equazione tri- 
nomia dello stesso grado. La risoluzione analitica di queste equazioni dipende 
dunque da quella di una trinomia, e che può prendersi della forma 



Avremo in questo caso 



x^ + 5^^ = y . 

l^{x) = x^ + hx\ 
nx) = -l. 
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quindi w — 5 , ?i = 4. I valori (3) saranno (0 

Vi = 0, yt = 6^*|/3 , y3 = — 6e \/l . 
Le radici eguali corrispondenti a questi 

y 1 = , x\ = i)/l,afz=^i)/l\ 
i numeri delle medesime 

Per mezzo di questi yalori si ottiene facilmente 

hi n, (or — ^,(«>)"^= \/x, 

l I 

^ ix) = (J7« -I- 4ar* — Sa;* + 12) (a;* ■+- 5) ; 
onde la (8) diviene 

dy -^dx 



^'y{y* -\- 108) |/(«* H-- 5)(a:» -h 4a:< — Sa:* -f- 12) 
Moltiplicando il numeratore e il denominatore del secondo membro per ^< , 
e moltiplicando il primo membro per |/y , il secondo per \/ x^-h bx^ , si ha 

dy x^ dx 

5\/i/ -h 108 "" |Vh-4^^ — 8ar« + 12 ' 
ponendo 

x^ = i , 
si ottiene finalmente 

2rfy sds 



5tV+ 108 |/ir^ -f- 4^3 _ 8jt ^ 12^ ' 
la quale sMntegra con funzioni ellittiche di terza specie a parametro logaritmico. 
Pistoia, li 13 gennaio 1854. 



(1) Nel ca^o presente (p{y) = ha due radici nulle: quindi ni(y — yi) = y(y*-hlOS). 

V. e. 
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Vili. 



SOPRA LA TEORICA DELLE SOSTITUZIONI 

(Dagli Annali di Sciente matematiche e fisiche, t. VI, pp. 5-34, Roma, 1855). 



Io mi propongo di pubblicare alcune Note sopra varii punti della Me- 
moria: Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, che pubblicai negli Annali 
per Tanno 1852, per isYolgere con maggiore estensione e chiarezza i più im- 
portanti teoremi della medesima, e per dedurne alcune delle molte conse- 
guenze delle quali sono fecondi; a ciò consigliato da un illustre geometra, 
che mi onora della sua amicizia. Nella Nota presente svolgerò in un modo 
nuovo la risoluzione dei due principali problemi relativi ai gruppi ai quali 
appartengono soltanto tutte le potenze di una sostituzione circolare sopra un 
numero di simboli non primo; dai quali, in gran parte, dipende ciò che ri- 
guarda la risolvibilità delle equazioni che servono alla divisione delle fun- 
zioni iperellittiche e dei loro periodi. 

Gomincierò dal richianiare le definizioni principali, modificando alcune 
denominazioni. 

Chiamerò disposizione di più simboli dati, l'ordine col quale si succe- 
dono : disposizioni incomplete quelle che ne contengono alcuni soltanto : di- 
sposizioni complete quelle che li contengono tutti. Per esempio, se i simboli 
sono a, b,c,d; sarà una disposizione incompleta abab ; una completa abcd. 

Si dirà sostituzione propria, o semplicemente sostituzione, il passaggio 
da una disposizione completa a un' alti*a pure completa ; le altre si diranno 

sostituzioni iìnproprie. Così • ( ^ ^ ) sarà impropria 5 ( t ^ ) sarà propria. 

Più disposizioni costituiscono un gruppo, quando ogni sostituzione che 
serve a passare da una ad un'altra di esse, le permuta tutte quante tra loro. 
Le sostituzioni che servono a passare da una a tutte le altre disposizioni si 
dicono appartenenti al gruppo, e formano quel che chiama Cauchy un si- 
stema di sostituzioni coniugate (^). Chiameremo grado del gruppo il nu- 
mero delle sue disposizioni. 

Diconsi eguali due gruppi, quando le sostituzioni appartenenti ai me- 
desimi sono eguali. 



(1) V. Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 15 sept 1845. 



_ 103 — 

Due gruppi si dicono derivati uno dell'altro, quando si ottiene uno di 
essi, eseguendo una stessa sostituzione sulle disposizioni dell'altro. È evidente 
che le sostituzioni appartenenti a uno son derivate di quelle appartenenti 
all'altro, per rapporto a una medesima sostituzione (^). 

Quando tutte le disposizioni di più gruppi derivati eguali formano un 
gruppo, le sostituzioni per mezzo delle quali si passa da uno a tutti gli altri, 
si dicono sostitusioni del moltiplicatore di uno dei derivati ; e si dà il nome 
di moltiplicatore all'insieme di disposizioni che si ottiene, prendendone una 
da ciascuno dei derivati. Se un gruppo r risulta da più gruppi derivati di G 
e ad esso eguali e s'indica con g il moltiplicatore, si dice che è verificata 
la equazione simbolica 
(1) r = gQ. 

Per esempio sia il gruppo r il seguente : 

01234 02413 04321 03142 

12340 24130 43210 31420 

23401 41302 32104 14203 

34012 13024 21043 42031 

40123 30241 10432 20314 

Prendendo per G uno qualunque dei quattro gruppi parziali di quinto 
grado, per il moltiplicatore g si potrà prendere una qualunque delle riunioni 
di disposizioni 

01234 01234 

02413 24130 

04321 43210 

03142 31420 

e si avrà r = ^G. 

Rappresentiamo le v sostituzioni appartenenti a un gruppo r, con i 
simboli 

1 Oi 0% » , , O'i—i , 

sia V = vtnj e vi siano tra queste, n sostituzioni 

1 ^a ^a • • • ^a 

appartenenti a un gruppo G; se la equazione simbolica 

(2) OrOa^^ea^er 

è soddisfatta qualunque siano i ed r, il gruppo r risulterà da m gruppi 



(») Vedi i capitoli I, II della parte I della mia Memoria, Sulla risoluzione delVequa- 
zioni algebriche nel t. UI degli Ann. di Se. mat. e fis. compilati da B. Tortolini, Roma, 
1852 (od anche pp. 31-80 di questo volume). 
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derivati eguali a G, e chiamando g il moltiplicatore, avremo r = gG, come 
abbiamo veduto nella Memoria sopra citata (^). 

Neil* esempio di sopra le sostituzioni appartenenti a r sono le 20 com- 
prese nella notazione 



(f"') 



dove a può avere i valori 1, 2, 3, 4; e b ì valori 0, 1, 2, 3, 4, e si riguardano 
eguali i numeri congrui rapporto al modulo 5. Appartengono a un gruppo G 
tutte le sostituzioni comprese nella espressione 

e si ha 

Onde chiamando g il gruppo cui appartengono le sostituzioni 



(r> 



avremo 

r=^gG, 

Chiameremo gruppo complesso un gruppo, quando i simboli delle sue 
disposizioni possono dividersi in più sistemi composti di uno stesso numero 
di simboli differenti, in modo che le sostituzioni che gli appartengono o per- 
mutano soltanto i simboli di uno stesso sistema tra loro, o permutano tutti 
i simboli di uno stesso sistema in quelli di un altro. Diremo simboli con- 
giunti quelli di uno stesso sistema ; intransitive rapporto a questa divisione 
in sistemi, le sostituzioni che permutano soltanto i simboli congiunti tra 
loro, e transitive complesse quelle che permutano i sistemi tra loro. Indi- 
chiamo con 

1 Si Si • • • Sn—i 

le sostituzioni intransitive di un gruppo complesso F; con 

1 CTi cr, . . . (fm-i 

le transitive complesse ; con G il gruppo cui appartengono le s, con g quello 
cui appartengono le cr. Poiché a q s sono permutabili tra loro, avremo 

as =^ S(f; 
e quindi sarà soddisfatta la equazione simbolica 

r = gQ, 
e anche 

r = Otg. 



(') Parte I, n. 23. 
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Esempio : 



(012345 / i 031425 

G = J 120453 l^ — il 304152 

(201534 _^^ 012345 '^=) _ 1 142503 - ^«31425 



r=\ 9= O4r.oi2 ' {S = ) 41'ì2S0 G = 142503 

I / 345012 (^*5<^1^ (415^W (250314 

G= -453120 f^_ 1250314 

\ f 534201 l^— (523041 

r = gG r=Qg 

Dalla equazione simbolica (2) dipende la soluzione dei due problemi 
seguenti : 

P. Dato un gruppo, trovare i gruppi derivati eguali dai quali risulta. 

2*». Dato un gruppo, trovarne tutti i moltiplicatori, ossia il massimo 
moltiplicatore. 

Nel primo è dato nella equazione simbolica (1) r, e si cercano G e ^; 
nel secondo è dato G e si cercano g e r. 

Ci limiteremo, nel risolvere il primo problema, a quei gruppi ai quali 
appartengono soltanto tutte le potenze di una sostituzione circolare sopra un 
numero di simboli non primo. 

Considereremo separatamente i due casi: V che il numero dei simboli 
sia una potenza di un numero primo; 2® che sia il prodotto di potenze di 
numeri primi differenti. 

1 ^ Caso. Il numero dei simboli sia una potenza v di un numero primo p ; 
e siano questi rappresentati dai numeri 

0,1,2,3 ,p' — 2,p' — l. 

Indichiamo con r il gruppo cui appartengono soltanto tutte le potenze della 
sostituzione circolare 

Poiché un numero l qualunque può porsi sempre sotto la forma 

dove ?Wi , ^2 , 7W3 , . . . , ntn sono <C p ; e poiché 

S**' = 1 , 
avremo 

e ponendo 

H 





— 106 — 


anche 




(3) 


s' = s7» s"* s^' . 


e si avrà la relazione 





.s" 



8t = St-n . 

Indichiamo rispettivamente con Gì, 62 , . . . , G^ il gruppo ai quale appar- 
tengono tutte e sole le potenze di S] e le riunioni A\p disposizioni ciascuna, 
che si ottengono colle potenze <C p delle S2 , S3 , . . . , Sv . Dividiamo i simboli 
in p^-^ sistemi composti ciascuno di p simboli che formino una progressione 
aritmetica la cui ragione sia p^-^ , cioè della forma 

a , a-hp-*-' , a -4- 2jy^-» ,...,a-h(p — 1)^?"-* , 
dove sia a <CP^'^ \ le potenze di Si saranno intransitive rispetto a questi 
sistemi di simboli congiunti, e le potenze <7) di S2 transitive complesse. 
Questi sistemi li diremo di primo ordine, e indicando con r' il gruppo cui 
appartengono tutte le potenze di 8% , avremo 

r = G2Gi. 

Dividiamo questi sistemi in p^-^ sistemi di second'ordine, composti cia- 
scuno di p sistemi di primo ordine, nei quali i valori di a formino una pro- 
gressione aritmetica la cui ragione sia p^-^ . Le potenze di S2 e di Si saranno 
intransitive rispetto a questi sistemi di second'ordine, e le potenze <ip ii S3 
transitive complesse; onde, indicando con r" il gruppo cui appartengono tutte 
le potenze di S3, sarà 

/^" =^= G3 I = G3 Gj Gì . 

Così seguitando si arriva facilmente a stabilire la equazione 
(4) r = G.Gv-i...G2Gi. 

Se le S2 , S3 , . . . , Sv si riguardano come rispettivamente eseguibili sopra i' 
sistemi di secondo, terzo,... ordine, sono tutte di ordine;? ; e Gì , G2 , ... , G^ sono 
tutti gruppi di ordine;?, e perciò primi (^). Con ciò rimane stabilito il seguente 

Teorema. Un gruppo a cui appartengono soltanto tutte le potente di 
una sostituzione circolare sopra un numero di simboli che è potenza di un 
numero primo, è un gruppo complesso, e può riguardarsi come il prodotto 
di tanti gruppi primi, quante sono le unità contenute neWesponente del 
numero dei simboli. 

Esempio 

Sia ;) = 2, V = 3. Sia r il gruppo di ottavo grado, cui appartengono tutte 



{}) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione deW equa s ioni algebriche, Parte I, n. 21. 
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e sole le potenze di S = ( . ) ; 61 , G? , G3 quelli ai quali rispettiva- 
mente appartengono le sostituzioni 



G.^ 



'=J 



G.= 
G.= 



G,= 



04 62 15 73 
40 26 51 37 

26 04 37 15 
62 40 78 51 

15 73 26 04 
51 37 62 40 



r _t 37 15 40 26 
*"" 173 5104 62 



Il sistema di v gruppi Gi , G« , . . , Gv dal prodotto dei quali risulta il 
gruppo r, non è unico. Passiamo ora a determinare tutti i sistemi differenti 
che danno F col loro prodotto. 

Un simbolo qualunque h, essendo un numero <C p"* , ha la forma 

dove X ,Xi ,Xt.. . x-,-1 sono numeri <Cp. Sostituiamo in questa espressione 
e"-' a p"*-" , essendo i una radice di una congruenza irriduttibile di grado v , 
per rapporto al modulo p; avremo 

h —■ X -h Xii -\- Xt i* -i- . . .-hx^-ii*'^ . 

Così i simboli diverranno eguali alle /)" radici della congruenza 



(5) 


^i''=^(mod.j9).(') 


Poniamo 






s'.=(r-), 


finché m<Cp, avremo 






sr=s'r. 


e quindi 




(6) 


s' = s7' s7 .... s';^ 



(*) V. Serret, Cours d*Alg. sup,, 2*. ddition, Le9on XXV. 
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Poiché, qualunque sìa /, 

tutti i fattori di S' sono di ordine p. 

Formeranno un sistema di simboli congiunti di primo ordine, quelli che 
non differiscono altro che per i valori di x, un sistema di 8econd*ordine quelli 
che differiscono soltanto per i valori di or e di ^i , e cosi discorrendo. 

Nell'esempio di sopra prendiamo per congruenza irriduttibile di terzo grado, 

P-hi-hl^O (mod. 2). 
Facendo le opportune sostituzioni, avremo 



G,= 



■= 



^' ( 1 , ; e + 1 , 2 ; t* + 1 , e* ; e* + / + 1 , e* + e 

C ^ i^,e + l;0,l;e«-f-e,e* + e-^l ;t*,e*+l 
^' / « + 1 , e ; 1 , ; e« + e -h 1 , e* + e ; 2* + 1 ,e« 



Gì: 



G,- 



( e * , e * -f- 1 ; ^'^ -4- e , « * -f- e + 1 ; , 1 ; e , e + 1 
\ e« + 1 , t« ; ^'^ + / -f - 1 , e* H- 1 ; 1 , ; e + 1 , i 



\ 



p _ i ^** H- / , ^* + e 4- 1 ; e* , i* + 1 ; / , ^' + 1 ; 0, 1 
^* "" ^ e» + / -+ 1 , i« + e ; e* + 1 , e* ; e + 1 , e ; 1 , 



Siano /CijfCi, ,/c^,v radici differenti della congruenza (5), e non sia ve- 
rificata nessuna relazione lineare 

(7) Ui/Ci -f- Uikt + ^3*3 + . . . WvAv ^ (mod. p), 

dove tti , t^t , . . . , Uv sono numeri qualunque < p , escluso il caso che tutti siano 
congrui a zero : io dico che i p"* valori della espressione 

(a) h ^ xk\ + a?i Aj + . . . + a?v-i Av , 

dove a:, OTi , . . . , ar^-i sono numeri <C p , danno tutte le p^ radici della con- 
gruenza (5). Infatti, le p^ espressioni di questa forma sono tutte radici della (5); 
poiché 

{xki + Xxkt + ... + Xh^x k>ty* ^ xkf -hXzki + — h ^^i kf 

^xki-h-Xikt + .' .-hx^ik^, (mod.|>): 

e due che non hanno congrui i loro coefficienti numerici, non possono esser 
congrue; poiché se 

xki + Xikt . . . + OTv-i k^ = yki + yiAt + . . . + y^i k^ , 
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e ^, oTi , . . . , ^^-1 non fossero tutti rispetti?ainente congrui a y, yi , . . . , yv-i , 
sarebbe soddisfatta la congruenza lineare 

(x — t/)/ci-h (xi — y,)Aj + . . . + (oTv-i — y^^i) Av = , 

dove i coefficienti numerici non sarebbero tutti congrui a zero, contro il 
supposto. 

È evidente la reciproca ; che non si possono esprimere linearmente tutti 
i simboli per mezzo di v radici tra le quali esista una congruenza lineare. 

Sostituiamo nella formula (6) a S'i il suo valore |, le ridu- 

ciamo; avremo 

ponendo 

H ^TWi 4- rriti . . . -f- w^ e^"* . 

Ora per ciò che abbiamo dimostrato, H si può esprimere linearmente per 
k\J:%,.*.,k^\ cioè si può porre 

e quindi 
e ponendo 



gf ^ /A -h /Il A, -h /!« Al H- . . . 4- /'v*v\ . 

ri- 



Si 

avremo 

(8) s^^:^,'^,\..:C:^:. 

Come nel caso precedente potremo riguardare come formanti parte di 
sistemi di l^"^^^ ordine tutti quei simboli h dati dalla {a) che non differi- 
scono altro che per i valori di or, a:i , . . . , o^t-i e chiamando r, il gruppo cui 
appartengono soltanto le p potenze di 2^ , si otterrà 

(9) r=r,r,^,...r,F,r,. 

Le decomposizioni in gruppi primi sono identiche, quando si ottengono 
prendendo per Ari , Ars , . . . , /Cv i due sistemi di valori 

fCi ^ /C% ^ • » , ^ tC^ 

Hi ki ^ Tii kt ^ • . . ^ Tis k^ 
dove /il , 72s , . . . , n^ sono numeri qualunque. Infatti i simboli che appartengono 
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a un sistema di ordine qualunque t nel primo caso, sono i p^ che differi- 
scono solo per il valore della espressione 

(10) xki -h Xylci + . . + Xt-\ kt , 

e quelli che appartengono a un sistema dello stesso ordiue nel secondo caso, 
sono quelli che differiscono solo nella parte del loro valore: 

(11) Hi xkx ~l- n%X\ As + . . . + n^Xi-x kx . 

Ora i valori dati dalle due espressioni (10) (11) sono eguali quando 
siano presi in ordine differente, ossia servendosi di una locuzione del sig. Syl- 
vester, sono disgiuntivamente eguali; dunque le corrispondenti divisioni in 
sistemi, e quindi le rispettive decomposizioni in gruppi primi, sono identiche 
nei due casi. 

Per ottenere una decomposizione non si potrà prendere per nessuna delle 
radici kx kt ,..., A% un valore ^ ; perchè altrimenti sarebbe soddisfatta una 
congruenza lineare tra le medesime. Così, se fosse Ai^O, sarebbe verifi- 
cata la (7), quando si ponesse Wi ^ 1, Wj ^ 0, wg == 0, . . . , t^ ^ 0. Onde per 
kx si potranno prendere p* — 1 valori differenti, e questi a^ — laj? — 1 hanno 
dei rapporti numerici, e quindi danno decomposizioni identiche. Dunque per la 

»" — 1 
differenza dei valori di kx si hanno ^ modi diversi di decomposizione. 

Con ciascuno dei jii^ — 1 valori di Ai , non si potranno prendere che 
j^v — ^ valori per k% ; poiché dai p* — 1 si debbono escludere \ p — 1 dati 
da kt^mkx, dove wi è un numero <ip escluso zero, i quali soddisfanno 
la congruenza lineare (7), quando in essa si faccia 

Mi ^ w , 2^2 ^ 1 , ^3 ^ , . . . , ^^, ^ . 

Per ciascuno di questi p^ — p valori di Ag , se ne hanno p* — p che danno 
decomposizioni eguali, e sono quelli compresi nella forma 

mki + nkx 
dove w è un numero <ip, escluso zero, e « è un numero qualunque <i>, 
compreso zero, che sono precisamente in tutto 

Dunque i modi di decomposizione differenti che si possono avere per la di- 
versità dei valori di kt e kx saranno 

£__i p^ —p ^ (p^ _ 1) (p^i _ 1) 

p—l'p'—p~ (p—iy 

Così seguitando per determinare i numeri dei valori differenti di kz , A4 ,..., A^ , 
si arriva facilmente al seguente 
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Teorema. // numero dei modi differenti di decomporre nel prodotto 
di gruppi primi, un gruppo cui appartengono soltanto le potenze di una 
sostituzione circolare sopra un numero di simboli che è potenza di un 
numero primo, è uguale a 

(P-\y-' 

Per dividere effettivamente, in tutti i modi possibili, i simboli in si- 
stemi, si può procedere col metodo seguente. Siano 1, e , 2^** , . • . , e^~* i ri- 

p* — 1 
spettivi valori di k^ki, ., . , k^ che danno una prima divisione : tutte le ^ ^ 

differenti divisioni in sistemi di simboli congiunti di primo ordine si otterranno 
prendendo per Ai , A:« , . . . , Atv rispettivamente i valori 

q',q'ì,qH\...,q'ì:*-^ , 

p^ — 1 
essendo q una radice primitiva della equazione (5), e t<Z •, • Infatti, 

tra queste quantità non può aver luogo nessuna congruenza lineare, poiché 
se fosse verificata una congruenza 

Q*{u-i-Uii-hUit^-h . . .-+- u^-i i^-^) ^ , 

non essendo ^ ^ , dovrebbe i essere radice di una congruenza di grado 
V — 1 , e quindi la congruenza di grado v di cui l'abbiamo presa radice non 
sarebbe irrìduttibile, contro il supposto. Inoltre due sistemi qualunque di 
questi valori di ki , k^ ,...<, k^ , come 

p" — 1 
hanno par rapporto dei loro termini rispettivi p'-*, e poiché t — s < ^ , 

»^ — l 
Q^ non è una quantità numerica; e quindi le divisioni in sistemi 

corrispondenti a questi valori, sono tutte differenti. 

Per dividere ìp^-^ sistemi di primo ordine di ciascuna delle precedenti divi- 

sioni in sistemi di second'ordine nei — differenti modi corrispondenti 

a tutti i valori diversi di ki , si rappresenteranno questi sistemi colle p^^ 

radici della congruenza 

(12) zf^"^' = z{moà.p), 

e chiamando { la radice di una congruenza irriduttibile di grado v — 1 , 
si prenderanno per le radici della (12) per le quali si possono esprimere 
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linearmente tutte le altre, i valori 1, f, r*. . . e"'^*; e questi daranno una 

p-^-i 1 

prima divisione: si moltiplicheranno per i - — -— y- valori ^/, dove ei è 

radice primitiva delle (12) e t < - — ^ , e si avranno come nel caso pre- 

p"*-^ — 1 
cedente tutte le ^ divisioni in sistemi di second'ordine, corrispon- 
denti a ima delle divisioni in sistemi di primo ordine. 

Analogamente si procederà per ottenere tutte le possibili divisioni in 
sistemi di terzo, quarto, .... , (r — i)««»»»o ordine. 

Esempio 

Sia al solito p = 2 , v = d: avremo per una divisione dei simboli in 
sistemi di primo ordine 

0, 1 ; ^^ e + 1 ; P, e* -f 1 ; i^ -\- i, /* + e -h 1 
anche 

23 J 

Quindi, moltiplicando per le sei potenze di i le quali sono <C 77 — r , poi- 

Q 1 

che i è radice primitiva della congruenza ^"^ e^ 1 (mod. 2) , avremo le sette dif- 
ferenti divisioni in sistemi di primo ordine: 

f ; i P ; i* i^ ; i* P 
l ; P i* ; t^ V ; e* P 
/* ; P P ; P i ; P v 
P ; t* P ; P P ; f i 
OP; iU^; PP; i P 
P ; P i ; P P ; P P 
(ÌP\ PP; i P; PP 

Chiamando &< il gruppo primo di ordine 2, cui appartengono soltanto 

(A -f- t'^^X 
I ; a queste divisioni in sistemi di 

simboli congiunti corrisponderanno rispettivamente le seguenti decomposizioni 
in gruppi primi 

r = G3G,Gi = G4G3G, = G5G4G3 = GeG5G4 = G7GeG5 = G^G.Ge = G.G^G, 
Prendiamo ora 

e'«H-r+l=0(mod.2); 
0, 1, {^{-hl saranno radici delle -?*'=:.; (mod. 2), e potranno rappresen- 
tare i quattro sistemi di primo ordine di una qualunque delle sette precedenti 
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divisioni. Moltiplicandole per le potenze della i radice primitiva della 
congruenza ^*'~* — 1^0; abbiamo le tre divisioni in sistemi di second'or- 
dine coiTispondenti a ciascuna divisione ia sistemi di primo ordine, cioè 

0, 1 ; 2\ r* 

0, i ; Ì\ 1, 
0, e"* ; 1 , t'. 

Con ciò le altre 14 decomposizioni saranno 

r= GjGaGi = GSG4G2 = G4G5G3 = G5G6G4 - GoG.Gs 

= G7G1G6 = GiG^G, = G3G5G1 = G^GeG, = G5G,G3 

= G6G1G4 = G^GjGs = GiGsGe = G,G4G: . 

Quel che avviene nel caso dij9 = 2ei' = 3, vale in generale qualunque 

siano JD e \\ cioè : i gruppi primi col prodotto di v dei quali può ottenersi 

p^ — 1 
r, sono ^ ^ di grado p, a ciascuno dei quali appartengono tutte e sole 

le potenze di una sostituzione della forma l , j dove q è radice pri- 

mitiva di z^""-^ — 1 = e / < '- r- . 

\P — 1 
Lascerò al lettore la dimostrazione di questo teorema, che è molto 

semplice. 

2"" Caso. Se il numero N dei simboli è il prodotto di v potenze di nu- 
meri primi differenti, tutte le potenze di ima sostituzione circolare di ordine N, 
sono il prodotto di v potenze di sostituzioni di ordini rispettivamente eguali 
alle potenze dei numeri primi differenti, che sono fattori di N. 

Sia 

d pi.pw ' yP^ siano tutti numeri primi differenti. Bappresentiamo i simboli 
con i numeri 

0,1,2,3,....N — 2,N — 1 

e riguardiamo al solito eguali a zero i multipli di N. Chiamiamo S la so- 
stituzione circolare di ordine N, 1 . 1; sarà evidentemente S' =1 . j. 
Qualunque sia /, per un teorema aritmetico dovuto a Cauchy (M abbiamo 

/ = — 1 — h . . . H (mod. N) 

Pi' Pt* P> 



(») V. Cauchy, Exercices iTAnalyse et de Phys. math., ?ol. HI. 

15 
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dove mi,mz, . . . ,rrut sono numeri rispettivamente minori di j3i*sj9i*s...,Pv*^ ; 
onde essendo 

avremo 

Wtj N m^ N Wy N 






jfWy 



e ponendo 






(13) S' = Si"»» Si"»- . . . Sv^'v . 



Poiché 



s; =1, 



le sostituzioni Si , Sj , . . . , Sv sono rispettivamente degli ordini j^i*!, jo^"» ,..., jo^"^. 
Le sostituzioni Si sono intransitive rispetto ai sistemi di pi^^ simboli 

. L N ^ 2N ^ (wi«« — 1)N 

dove A non è divisibile per j^i*» . 

Le sostituzioni Ss sono transitive complesse rispetto ai sistemi prece- 
denti, e intransitive rispetto ai sistemi composti di j92*« dei precedenti si- 
stemi nei quali i valori di h formano delle progressioni aritmetiche di cui 

N N 

il primo termine non è divisibile né per —^ né per — ^, e la ragione è 

N 
— . Analoghe proprietà hanno le Ss , le S4 ,...., le Sv . Onde indicando con C 

il gruppo cui appartengono tutte e sole le S', con G| quello cui apparten- 
gono soltanto tutte le S(, avremo 

(14) C = Gv Gv-i ... Gt Gì . 

Poiché non abbiamo fatta nessuna ipotesi sulla grandezza relativa dei 
fattori j)i"»,p2*s ... ,jt>v"^, Fordine dei gruppi primi nel prodotto C sai'à indif- 
ferente. 
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Esempio 

Sia N = 2.3.5 = 30, e al grappo C appartengano tutte le sostituzioni 
S = (j+^); e a Gì le 

S. = 0+1^); a G. le S, = (j-^1«); a G, le 83= ({+«). 

I 30 simboli si possono dividere in sistemi congiunti in sei modi, uno dei 
quali è il seguente: 

15 6 21 12 27 18 3 24 9 
10 25 16 27 22 7 28 13 4 19 
20 5 26 11 2 17 8 23 14 29. 
Le Si sono intransitive rispetto ai sistemi del tipo A, A -j- 15 ; le S» tran- 
sitive complesse rispetto ai precedenti e intransitive rispetto ai sistemi com- 
posti di tre dei precedenti nei quali h è della forma Ai, Ai -|- 6, Ai -{- 12: 
e le Ss transitive complesse rispetto a questi ultimi; onde 

C = Ga G, Gì . 

Si potrebbero dividere i simboli anche nel modo seguente: 
6 12 18 24 15 21 27 3 9 
10 16 22 28 4 25 1 7 13 19 
20 26 2 8 14 5 11 17 23 29; 
e questa decomposizione darebbe luogo alla equazione simbolica 

C = Gì G2 G3 - 
Altre quattro divisioni differenti darebbero le quattro equazioni simboliche 
C = G3 Gì G, = G, Ga Gì = Gì G3 G, = G, Gì Ga. 
Teorema. Un gruppo C cui appartengono soltanto tutte le potenze di 
una sostituzione circolare sopra un numero N di simboli, se N =j9i"» j02**... 
jo^"v, e /?i ,j^2 , ... ,jOv sono numeri primi differenti, non può ammettere 
per fattori altro che un solo sistema di gruppi i gradi dei quali siano 

Infatti : supponiamo possibili due divisioni dei simboli in sistemi com- 
posti ciascuno di /?i*» simboli, e sia il tipo dei primi 

. . N , 2N , , («i«i — 1)N 
jOi«i jDi«» ;?,«» 

quello dei secondi 

Al, Al +a, A2-h2a,.... , Ai-f-(pi*» — l)a. 
I termini di ambedue debbono formare delle progressioni aritmetiche, perchè 

alcune sostituzioni di C, e quindi della forma I . ' ^j, devono essere intran- 
sitive rispetto ai medesimi. 
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Due simboli di uno qualunque dei primi sistemi non potranno essere 
eguali a due di imo dei secondi, senza che tutti i primi sistemi non siano 
identici coi secondi. Poiché, supponiamo 

h H =:= Al -^m' et (mod. N) 

h + —^ = Al -f n a (mod. N), 

sottraendo avremo 

N 
{m — n) — ^ ^ {m' — ìi) a (mod. N) , 

ed essendo 

,^(;;^'_,i')=^l(mod. N), 

si otterrìt 

N 
a=Eis(m — n) —^ (mod. N), 

e quindi tutti i simboli di ciascuno dei secondi sistemi disgiuntivamente 
eguali a quelli di uno dei primi. 

La sostituzione Si = i i -\- —^ \ intransitiva rispetto alla prima di- 



t^ ' 






visione, sarà transitiva complessa rispetto alla è^econda: onde se abbiamo 
nella seconda divisione un sistema 

Al , Al -f- «, Al + 2a, ... Al + (;>i«> — 1 ) «, 
ne avremo altri ;?i*» — 1, della forma 

Pi 

e se questi non li esauriscono tutti, altri ;?i*» della stessa forma, e così 
discorrendo; onde il numero totale dei sistemi dovrebbe esser multiplo di ;>i*> , 
ed essendo ciascuno composto di j9i*« simboli differenti, i simboli dovrebbero 
essere un numero N divisibile per /)i**» , mentre la più alta potenza di jìx che 
divide N è 7>i"'. Dunque l'unica divisione in sistemi di primo ordine com- 
posti di j^i"» simboli è quella per cui sono intransitive le sostituzioni della forma 



t^ 



e quindi un sol sistema di gruppi di grado 7)1"», p^^*, ... ,jOv*^ può dare per 
prodotto il gruppo C. 

Passiamo ora alla soluzione del secondo problema, cioè determiniamo 
il massimo moltiplicatore dei gruppi che abbiamo considerati fin qui. Anche 
in questo sarà necessario studiare separatamente i due casi. 
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l.<* Caso. Quando il numero dei simboli è una potenza v di un numero 
primo p, conservando tutte le denominazioni stabilite, e indicando con P le 
sostituzioni del moltiplicatore del gruppo JT, per determinarle si dovrà ri- 
solvere la equazione simbolica 
(15) PS' = S''P, 

nella quale i valori di / e di l' sono disgiuntivamente eguali. Poniamo 



Hr)-' 



poiché 

dove ki e A/ sono radici della congruenza (5), la equazione simbolica (15) 

si trasforma nella congnienza funzionale 

(16) <f{h~h ki) = g(A) -rh kif (mod. p). 

L'integrale più generale che io ho trovato della (16), è 

ip(h) = A -h Al A + A, AP + ... AvA^-* (mod. p) : 
dove A, Al, A? , ... , Av sono radici della (5), e 

Al A/ + Aj/w^ -h .... AvAfP'"' = kif . 
Onde avremo 

P = 



^ /A + AiA 4- AjAi' -f ... + kJcf'^'X 
^ /AiA -f- AiA^ H h A,A*^'"*\/A^ A\ 



e poiché il secondo fattore é una sostituzione appartenente a r, si può sta- 
bilire il seguente 

Teorema. Tutte le sostituzioni appartenenti al massimo moltiplicatore 
di r sono comprese nella espressione 
(17) p ^ / AiA + AjAP -f- .- A,AP'~'\ ^ 

dove Al , Aj , ... , Av sono radici della (5). 

Alle sostituzioni P si può dare anche un'altra forma. Sia 

h^x -r- Xii-^ Xi i^ H f- .zr^_, 2^"*, 

dove X, X\ , .., ^ .Tv-i sono numeri <C^p : poiché Xn^^x, sarà 

/y --= X + Xi i^' + Xt 2«P* H f- .r.-ù<^->^'»\ 

e quindi ponendo 

Al -^A, H- H-Av =Ai 

kii ^ kti^ -4- H-Av/^""* =A:2 

A,/^-» + A2e<^-»>P-f- -4- A,^<^-*>^'"*=A-v, 
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avremo 

^ xkx -(- Xx k% + ^3 ki H — 4- .rv-i Av , 
e 

-^X2Ì' H h.2:v-ie^-^^ 



/ic^\ p ixki-\-X\kt- 

\x -\- X\ i - 



Le sostituzioni P sono in numero di p*^, poiché ciascuna delle k può 
avere p* valori. Alcune di esse sono proprie, altre improprie. Sono improprie 
quelle soltanto per le quali sono eguali due almeno dei valori della linea 
superiore nella espressione (18), diflFerenti nei loro coefficienti numerici. Ab- 
biamo già veduto che questo non avviene altro che quando è soddisfatta una 
congruenza lineare tra k^, k^ , ... , k^, nella quale tutti i coefficienti non sono 
contemporaneamente congrui a zero. Dunque 

Affinchè una delle sosHluzioni (18) sia propria è necessario e suffi- 
ciente che non sia verificata nessuna congruenza lineare 

(19) uki -f- Ux k<i + Wg/ta H h Wv Av =^ 0, 

dove Uy Wi, 2^2 , ... , 2^ non sono tutti contemporaneamente ^^0. 

I valori che potrà aver kx senza che sia soddisfatta la (19) saranno 
p^ — 1 , perchè dovrà escludersi zero che la soddisfa quando si faccia . 

U :^ 1, Ui—=^Ut^"^^U^-i2 0. 

Con ciascuno dei p^ — 1 valori di Ai, ki potrà averne p^ — p, poiché do- 
vremo escludere i p della forma k^ ^ mki dove w è un numero <ip, es- 
sendo per questi verificata la (19), quando si ponga in essa 

u ^ m, Ux ~^ 1 , Ut^^ U3 ^^ ••• EHH 2^ == 0. 
Con ciascuno dei {p^ — ^){P^ — p) valori di kx e A», k^ potrà avere p'* — p* 
valori, dovendosi escludere i p* valori della forma k-s ^ mkt H- nkx dove m 
e n sono numeri <Cp^ per i quali è verificata la (19), quando si ponga 

M ;z= /i , «1 ^ m , Ui^ly uz^Ua^ '..^Uy^^O. 
Così seguitando si arriva a stabilire il seguente 

Teorema. // numero delle sostituzioni proprie del massimo moltipli- 
catore di r è 

(p- — 1) (p^ —p) (p-^ —p') ... {p- -p'-'). 
Alle sostituzioni P si può dare anche un'altra forma. Siano 



(20) 



ki^m + 7nx i +mii^ H h '/Wv-i ?"*"* 

hk^m' -\-mx^i ~h m^H^ H \-m\^xi'*''^ 



i ki^m 

I 



ky = w^^-^^-f- mx^^'^^i-r mt^^'^'i^-ì f- m^^ 
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Sostituendo questi valori nella espressione (18) avremo 
[ [mx -f- m* .Ti H h m^^^^ Xs-\ 



(21) P=. 



Abbiamo veduto che affinchè una sostituzione sia impropria è neces- 
sario e sufficiente che sia soddisfatta una congruenza lineare 

uki -f- Wi Atj -f- Ui kz H f- Wv-i ^\ ^ 0. 

Ponendo in luogo di ki kt ... k^ i loro rispettivi valori dati dalle (20), si 
deducono da essa le v seguenti congruenze, eguagliando a zero i coefficienti 
delle V potenze di i; 



mu 
miti 






("*-!) 
(V-1) 



Uyf^l ^ 



^^-;*> u,^, =0, 



le quali non possono esser soddisfatte da nessun valore numerico di u, 
Ui, . .. , 2^.1 , se non è congruo a zero il determinante D che ha per ole- 
menti i V* coefficienti m, mi , ... vale a dire se non è 



D = 



m 
mi 



m^ m' 



m\ m 



(8) 



m' 
mi 



772» 



m\ 



u<u 



m':-^' 






Quando poi D ^ vi sono dei valori numerici di u^ Ui , ... , w^-i che soddi- 
sfano la (19), quindi la sostituzione corrispondente è impropria. Dunque 

Affinchè una zoHituzione P zia propria, è necessario e sufficiente che 
il determinante D fatto con i coefficienti m, mi , ... quando essa è data dalla 
forma (21), non sia congruo a zero. 

Chiamiamo M il gruppo cui appartengono soltanto tutte le sostituzioni 
proprie date dalla espressione (17). Esso sarà di grado 

/* = {P' - 1) {P' -P) iP' -P') "'{P' -P^')' 

I simboli delle disposizioni di M possono ridursi a jt^" — 1 , perchè il 

simbolo zero non rimane permutato da nessuna delle sostituzioni P. Questi 

1»" — 1 
p"* — 1 simboli possono dividersi in ^ ^ sistemi composti ciascuno dip — 1 
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simboli congiunti che hanno tra loro dei rapporti numerici, e rispetto ai 
quali sono intransitive le sostituzioni 



S 



-n 



dove g è una radice primitiva ài p, e txm numero qualmique <ip; e tutte 
le altre sostituzioni P sono transitive complesse. Infifttti prendiamo uno di 
questi sistemi 

dove H è una radice della (5). La sostituzione S convertirà questi simboli 
n^li altri 

che sono disgiuntivamente eguali a loro. 

Un'altra sostituzione qualunque P differente da S, li converte nei se- 
guenti 

quando sia posto 

Hi = AiH -4- A2 HP + . . . "h Av HP"-* . 

e questi simboli formano un altro sistema di simboli congiunti, perchè hanno 
tra loro anche essi dei rapporti numerici. 

Chiamiamo Mi il gruppo cui appartengono soltanto tutte le S; m quello 
cui appartengono tutte le altre P, avremo, in conseguenza della precedente 
divisibilità in sistemi di simboli congiunti, 

M = mMi , 

A* 



e Mi sarà di grado p — 1 , e w di grado 

Tutte le sostituzioni tf di M che hanno il determinante residuo di v^^'^^ 
potenza rispetto al modulo p (tra le quali sono comprese tutte le sostitu- 
zioni appartenenti a Mi che hanno il determinante =g^), formano un si- 
stema di sostituzioni coniugate. Infatti ; siano tr^ tf^ due sostituzioni <r, e sia 

(fi (S% = e , 

Poiché (Si e (Si hanno la forma (21), il loro prodotto a' ha il suo determi- 
nante congruo al prodotto dei determinanti dei due fattori (Xi, 0*2; ed es- 
sendo questi residui di y*****^ potenza, lo sarà anche quello del prodotto (/ , 
e quindi ex' apparterrà allo stesso sistema di sostituzioni coniugate. 

Chiameremo M' il gruppo cui appartengono soltanto le sostituzioni <r, 
e 01 una sostituzione il cui determinante non è residuo di v^^^^ potenza 
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di p. Deriviamo M' per mezzo di «; avremo due derivati eguali. Infatti 
siano B le sostituzioni del derivato di M' per mezzo di o), avremo 

0)0' = do) 

Ora i determinanti dei due membri di questa equazione simbolica dovranno 
essere eguali, e quindi congrui i prodotti dei determinanti dei loro fattori. 
Dunque i determinanti delle a e delle 6 saranno congrui e residui di i**^**** 
potenza per ambedue. Dunque le e saranno disgiuntivamente eguali alle B, 
e i due derivati eguali. 

Chiamando M3 il gruppo cui appartengono soltanto le», avremo 

m--- M3M'; 

e quindi, indicando con Mt il gruppo cui appartengono soltanto le sostitu- 
zioni appartenenti a m che hanno il determinante residuo di i^*'»» potenza 
sarà 

M'=-M,Mi: 
onde finalmente 

(22) M = M3M2Mi. 

Dunque potrà stabilirsi il seguente 

Teorema. // massimo moltiplicatore del gruj)po r si può sempre ri- 
guardare come il prodotto di tre gruppi uno di grado p — 1, uno di grado 

^. ^ ,v e l'altro di grado 2. 
2{p — l) 

2." Caso. Indichiamo con C il gruppo cui appartengono tutte e sole le 

potenze di una sostituzione circolare sopra un numero N di simboli, essendo 

N^^** //J" ... p*\ e J9i,jt?2,."»j0v numeri primi diflFerenti. Primieramente le 
sostituzioni del massimo moltiplicatore di C saranno tutte intransitive tran- 
sitive complesse rispetto a una divisione dei simboli in sistemi congiunti ri- 
spetto alle sostituzioni di C. Infatti ; supponiamo che una sostituzione 2 del 
moltiplicatore di C non sia né intransitiva né transitiva complessa rispetto 

N 
alla divisione dei simboli in — ^ sistemi composti di jo*» simboli congiunti 

Pi' 
ciascuno. Siano congiunti i simboli delle seguenti linee orizzontali 

ai ai fla . . . ap9^ 
bi bi bz . . . bpa^ 

(23) '. 

Al Al A3 . . . Apoij 

16 
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La sostituzione 2 convertirà questi simboli rispettivamente negli altri, che 
saranno eguali a loro soltanto disgiuntivamente, 

Ui a't fl'a • • • tì^V't 

b\ b\ è'a . . . b'pri. 



(24) 



h\ h\ A's . . • Apotj 



Ora eseguendo la sostituzione 2 su tutte le disposizioni di C, si otterrà un 
gnippo C di disposizioni che avranno i simboli (24) rispettivamente in luogo 
dei (23): e quindi, come le sostituzioni di C erano intransitive o transitive 
complesse rispetto alle linee orizzontali della divisione (23) lo saranno anche 
rispetto a quelle della (24). Ma essendo 2 una sostituzione del moltiplica- 
tore, C e C sono eguali ; dunque le sostituzioni di C sarebbero tutte intran- 

N 
sitive transitive complesse rispetto alle due divisioni differenti in —^ si- 
stemi diversi di ji>f ' simboli congiunti ciascuno ; il che è impossibile, perchè 

abbiamo dimostrato possibile soltanto un modo di divisione in sistemi di 
questa specie. Onde si può stabilire il seguente 

Teorema. Tutte le sostituzioni del massimo moltiplicatore del gruppo 
C, a cui appartengo)io tutte le potenze di una sostituzione cif^colare sopra 
un numero di simboli che ha dei fattori primi differenti^ sono intransi- 
tioe transitive complesse rispetto a una divisione in sistemi di simboli 
congiunti j e il prodotto di C per il suo massimo moltiplicatore, è un gruppo 
complesso. 

Riprendiamo la equazione simbolica (14) 

C == GvG^-i . . . GjGi . 
Dovendo tutte le sostituzioni del moltiplicatore essere intransitive o transitive 
complesse come quelle dei gruppi G^ , Gy-i ,..., G2, Gì , per avere il massimo 
moltiplicatore basterà determinare i massimi moltiplicatori dei rispettivi 
gruppi Gì , G2 ,..., Gv : problema già risoluto, poiché essi sono rispettivamente 
di grado joi*» ,i^2*S — iJ0v*^ Chiamiamo Mi,M2,... ,Mv i massimi moltipli- 
catori di C sarà 

M = MvM^.i . . . MgMi , 

e II prodotto di C per M, sarà im gruppo complesso, e chiamandolo G, 

avremo 

(25) G = MvGvMv-iGv-i . . . MjGjMjGi . 
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Qui mi par conveniente distìnguere ciò che in questa Nota mi appartiene, 
da quello che è dovuto ad altri. La decomposizione di una potenza qua- 
lunque di una sostituzione, Tordine della quale ammette fattori primi diffe- 
renti, in sostituzioni che siano ciascuna di ordine potenza di un sol numero 
primo, fu data da Cauchy nei Comptes rendus del 1845; io ho ottenuta, 
mercè la considerazione dei sistemi di simboli congiunti, la ulteriore decom- 
posizione di queste ultime in sostituzioni di ordine primo, e quindi assolu- 
tamente indecomponibili. La decomposizione dei gruppi complessi di grado 
non primo forma la sostanza del metodo di Gauss per le equazioni binomio ; 
io ho mostrato come essa deriva direttamente dalla decomposizione delle so- 
stituzioni che loro appartengono, e ho aggiunto la determinazione del numero 
di tutte le possibili decomposizioni differenti, e della forma delle sostituzioni 
che appartengono ai gruppi primi nei quali si decompongono i gruppi com- 
plessi, tanto nel caso che il loro grado sia potenza di un numero primo, 
quanto in quello che ammetta fattori primi differenti. Le sostituzioni del 
massimo moltiplicatore di un gruppo di grado p* furono date da Galois, 
senza dimostrazione, sotto una forma analoga alla (21): ma la congruenza 
funzionale, e il suo integi'ale generale, d'onde deriva la necessità di quella 
forma, la detti io per la prima volta nella Memoria, Sulla risoluzione delle 
equazioni algebriche. La decomposizione del massimo moltiplicatore in tre 
gruppi, Galois la dette soltanto per i' = 2; io l'ho estesa per un valore 
qualunque di v. Che i gruppi complessi, nel caso che il numero dei sìmboli 
ammetta fattori primi differenti, non possano avere che moltiplicatori com- 
plessi, fu scoperto da Galois: ma la semplice dimostrazione che qui ne ho 
data, è forse la prima veramente completa. 
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IX. 
ESTRATTO DI UNA LETTERA AL PROF. J. J. SYLVESTER 

(Dal Quarterly Journal of pure and appìied Mathematics, t. I, pp. 91-92, London, 1857). 



Mr. Eronecker, dans une communication faite par Mr. Dirìchlet à TAca- 
démie de Berlin le* 20 juin 1853, s'est propose de nouveau le problème 
d' Abel: « Trouver la fonction algébìHque la plus generale qui puisse salis- 
(aire à une équation de degré donne » , et l'a résolu complétement dans le 
cas que le degré soit un nombre premier. J ai poussé un peu plus loia la 
solution du problème general, en Tetendant au degré puissance quelconque 
d'un nombre premier. Voici en peu de mots Tenoncé du problème et sa so- 
lution. La démonstration sera publiée prochainement dans les Annali di 
Scienze matematiche e fisiche de Mr. Tortolini. 

« Trouver la fonction algébrique la plus generale de plusieurs quantités 
« quelconques A , B , C , . . . qui dXi p^ valeurs {p est un nombre premier), 
it racines d'une équation irréductible de degré p^ dont les coefiicients soient 
« fonctions rationnelles de A , B , C , . . . , et qui soit primitive, e' est à dire 
« indécomposable en p^'^ équations de degré p^ , dont les coeflScients soient 
« fonctions rationnelles des racines d'une équation de degré p^-^ »». 

Je commence par résoudre le problème arithmétique suivant: 

* Trouver un système de i* nombres <ip\ 



(1) 



«* qui jouissent de la propriété, que les ji* — 1 systèmes des nombres < p 





. . . q-i 


- 


q.'^' , q^'^' , q,''' 


• • • Yv 



*.'' « " */' /il" 

r 1 , 1 2 , I 3 ... 1' 

(2) 



<V.P'-», r.'i'''-", Va* "'.-•' . . . r/p'-" 
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dont chacun se déduit du précédeDt per les congruences 

(3) { (mod.;)) 

« soient tous dìflFérents ; e* est à dire soient les p* — 1 systèmes, que Ton 
« obtient en donnant à chaque nombre les valeurs 0,l,2,...,jo — 1, et 
« en néglìgeant le cas dans lequel tous les nombres sont nuls. Les systèmes (1) 
<t joTient, par rapport à un système de v nombres, le rdle des racines primi- 
« tives par rapport à un seni nombre ». 

Maintenant voicì la solution du problème algébrique. 

« La fonction algébrique la plus generale de plusieiurs quantités A , B , C, ... , 
«* qui puisse satisfaire à une équation de degré p* irréductible et primitive, 
« dont les coefficients sont fonctions i-ationnelles de A , B , C , ... , est 

» P étant une fonction rationnelle de A , B , C , ... ; r/^ , r,^'^ , ... , r^^^ , les 
« nombres du système i^^ dans les (2) ; les R/ des quantités qui doivent sa- 
« tisfaìre aui équations 

R, = d (RO , R3 - d (R,) , . . . , Rpv^, = e (Rpv_,) , 

it où ^ représente une fonction rationnelle de A , B , C . . . et des racines d*une 
<* équation abélienne de degré r. Pour obtenir toutes les racines par la for- 
tt mule (3), il suffit de prendre pour nix, mi, — ^ ^v toutes les valeurs entières 
« inférieures à jo ». 

Florence, le 15 mars 1855. 
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SOPRA LA PIO GENERALE FUNZIONE ALGEBRICA 

CHE PUÒ SODDISFARE UNA EQUAZIONE 

IL GRADO DELLA QUALE È POTENZA DI UN NUMERO PRIMO 

(Dagli Annali di Scint:^e matematiche e fisiche, t. VI, pp. 260-272, Roma, 18$$). 



Abel in una lettera a Creile pubblicata nella collezione delle sue Opere (^) 
ha data la più generale funzione algebrica che può soddisfare una equazione 
irriduttibile di quinto grado. Kronecker, in una comunicazione fatta per mezzo 
di Dirichlet all'Accademia di Berlino il 20 giugno 1853, ha risoluto lo stesso 
problema per tutte le equazioni di grado primo. Quanto alle equazioni il 
grado delle quali è potenza di un numero primo si trova nei frammenti della 
Memoria di Abel, Sur la résoluiion algébrique des équations, il seguente 
teorema : 

Se una equazione irriduttibile il grado della quale è potenza di un 
numero primo fx*^ è risolvibile algebricamente, deve avvenire uno di questi 
due casi: o la equazione è decomponibile in ju*-P equazioni j ciascuna di 
grado /i^^ i coefficienti delle quali dipendono da equazioni di grado fi*-P 
(in questo caso soltanto diremo con Galois che non è primitiva) ; o si potrà 
esprimere una qualunque delle sue radici per la formula 
/i\ ^— f*— ^ — 

ove A è una quantità ^'azionale e Ri , B{ , . . Bv sono radici di una stessa 
equazione di grado v, essendo v al piti eguale a ju« — 1. 

La espressione (1) ha almeno fa'* valori, poiché ciascimo dei radicali ne 
ha fi : quali di questi bisognerà scegliere per avere i ju* che sono radici della 
equazione di grado ju*? Ogni funzione algebrica che è radice di una equa- 
zione di grado ju« ha la forma (1), ma non tutte le funzioni che hanno la 
fomia (1) soddisfano una equazione di grado ju*: quali sono quelle che godono 
questa proprietà? Io ho risoluto questi due problemi e con ciò ho ottenuto 



I,») Voi. II, p. 253 (deiredizione di Holmboe, p. 266 deiredizione di Sylow e Lie). 
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la compiuta risoluzione del problema che fa il soggetto di questa Memoria, 
e che può enunciarsi così: 

Determinare la piti generale funzione algebrica di più quantità qua- 
lunque a,b,c,,.., la qtuUe ha ju* valori che soddisfano una equazione di 
grado fi* irriduttibilCj primitiva e che ha i coefficienti funzioni razionali 
di a,b,c.y. 

Cominciamo dallo stabilire due Lemmi che appartengono alla teorica 
dei numeri. 

Lenmia I. Esiste sempre un sistema di a* numeri interi <C M 



q i qt ?3 .. .(7a 
(2) 



^" ^" ^" ^ff 

q \ q 2 q 3 "-q OL 



/f (a) r, (a) « (a) /, (a) 

?! qt qz • • • ya 



che gode la proprietà di render differenti tra loro tutti i ju* — 1 sistemi 
di numeri interi <C^fi 

r\ r^t r\ .../« 



f" f" »•" f" 

r \ r % r 3 . . . r a 



(3) 



r/.^^-»> r,^:^''-»> r^'^f-''-^' . . . ra^f-*"'^ 

ciascuno dei quali si deduce dal precedente per mezzo delle congruenze 
r,''^''=q\ r,''' + q\ r,^'> + ... + /« ra«> 

(4) { (mod. n) 



//i /a/ modo i fx^ — 1 sistemi sono precisamente tutti quelli che si otten- 
gono prendendo per ciascuno degli a numeri dei quali sono composti^ tutti 
i valori 0, 1, 2, ... ite — 1 ; ed escludendo il caso in cui tutti gli a numeri 
sono congrui a zero. 

Sia i una radice di una congruenza irriduttibile di grado a, rapporto 
al modulo /ì: la espressione 

A s /i -h r', i-hr'z e* + ... 4- r « i""* (mod. n) 
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sarà radice della congruenza 

(5) .-.'^'-» = 1 (mod./i); (») 
e 

k-^Ux-{- Ut e -f- W3 i* -+- . . . -\- Un i*"^ 

sia una radice primitiva della (5). Eseguiamo i prodotti 

(6) A , M , k'h , /c'h , . . . Af^'-» A ; 

ed eliminando da ciascuno le potenze di i superiori ad « — 1 , per mezzo 
della congruenza irriduttibile di grado a, avremo qualunque sia t 



ove 






e i numeri j^'i, j'i . . . dipendono soltanto dai valori di u^ ,Ui 

Ora le quantità (6) debbono essere tutte incongrue tra loro, perchè se 
fosse 

le' A = k"" A 
si avrebbe 

A*-^* = 1 ; 

ed essendo 5 e v < /*" — 1 » una potenza di k , minore di /x* — 1 sarebbe 
congrua alla unità, e quindi k non sarebbe radice primitiva. Dunque anche 
i sistemi dei loro coefficienti, che sono dedotti Tuno dall'altro per mezzo di 
un sistema di a* numeri come nell'enunciato del Lemma, saranno tutti dif- 
ferenti tra loro. 

Il sistema (2) che rispetto a ce numeri fa lo stesso ufficio che una ra- 
dice primitiva rispetto a un sol numero, lo chiameremo sistema primitivo, 
dell'ordine a\ del numero ite. 



(») V. Serret, Cours d'Alg. sup., 2*. éditiun, Lcvon XXV. 
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Lemma II. Se il sistema (2) è primitivo^ lo sarà anche il sistema 



ro", 



m . 



m 



m 



co 3 



... CD ( 



CD 



(7) 



CDi<«> CBrj««> CD3^«> 



, . CD 



(a) • 



dove chiamando D il determinante di cui sono elementi le quantità (2) 
nell'ordine con cui sono scritte, si ha 



(8) 



Dot/»' = 



dP 

dq/" 



(mod. (i). 



Prendiamo due dei prodotti (6) che siano consecutivi 

A*-' A , A' A . 
Poiché /t(^'"' ^ l , avremo 

ed essendo ;u" — 2 primo con /t» — 1 , anche A!*'"* sarà radice primitiva 
della (5), e i coeflBcienti di A'~' A saranno dati per quelli di A* A per mezzo 
delle congruenze 

/ r,<" ^ ai', r,«+'> + ro', r,«*'> + . . . -h ro', r»"-^" 



r,"» = ro", r,<'-^'> -+• ro", r,"+"4- . . . -f- ro"» Ta"-" 



(9) 



dove il sistema degli a* numeri to', , in'« . . . che dipende soltanto dai coefficienti 
di A."*'-* , dà tutti i sistemi (3) in ordine inverso ed è primitivo. 
Ora risolvendo le congruenze (4) si ricava 






(10) 



dq\ 
dD_ 
dq'\ 



r. 



((+1) 



(c-t-n 



dq't 
dq"t 



(U-l> 



rfP 
dq\ 
dD_ 
dq"a 



Tir («) = y <«+!> _l_ *■ ('+l> 



d?t'«' 



ra 



<.*nJP_ 



</7«" 



17 



— ISO- 
LO congruenze (10) debbono essere identiche colle (9): dunque il si- 
stema (7) gli elementi del quale sono definiti dalla (8), è primitivo. 

Teorema. La piti generale funzione algebrica di più quantità qua- 
lunque a,b,c . . . , che può soddisfare una equazione irriduttibile e primi- 
tiva di grado /t* , di cui i coefficienti sono funzioni razionali di a, b, e . . . , è 






"a' 



dove P è una funzione razionale di a,b ,c . . .; q è radice immaginaria 
fiesima dellwiità; Ti^'^ , Tg^*^ , . . . r»"^ sono i numeri del sistema Z"***^ dei (3) 
e Ki , Ro , . . . , Ra^_i quantità che soddisfano le equazioni 

He = e (BO , R3 = « (R2) , . . . V-, = e (n^^^,) ,n, = e (r^^.o ; 

rapi^resentando una funzione razionale di a^b ^c . . . e delle radici di 
una equazione Abeliana di grado «. Per ottenere tutte le radici basta 
prendere j)er mi .m^, . . .Ma tutti i numeri intieri < /t , compreso zero. 
Affinchè una equazione irriduttibile e primitiva di grado /t* possa esser 
soddisfatta da funzioni algebriche di più quantità a ,b ,c , . . . delle quali sono 
funzioni razionali i coefficienti, è necessario che tutte le funzioni l'azionali 
delle radici invariabili per le sostituzioni fatte sugrindici, quando questi 
sono le radici della (5), che sono della forma 



(11) 



(12) 



^ mi-hai-h {Mi -\-at)i-h . . .-h {ma -f- aa) J" 
i| mi-hmt-h . . .-+-moL e*"* 



miki -h mi Aj-f- . . . -h ma A'a ) 
mi + Wg ^ + . . . + ma e*"* S 



dove A*i , ^2 , . . . , ICa sono radici della (5) che non soddisfano nessuna congruenza 
lineare, siano funzioni razionali di a ,b ^c ,,. . Q). 
La funzione 

( (0 (0 (0 ) u 

(13) R, = I 2q^. ^■^^ m.*...^r^ m^ ^^^ ^m..-^...^m^i«-» j ^ 

dove il segno 2 deve esser esteso a tutti i valori di mi , mj , . . . ma intieri 



(^) y. la mìa Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche^ parte II, n. 28 
negli Ann. di Se. mat. e fis., t. Ili (od anche pp. 81-80 di questo yolume) e la mia Nota, 
Sulla teorica delle sostituzioni ne* medesimi Annali, t. IV (od anche pp. 102-122 di questo 
volume). 
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e <Cai è invariabile per le sostituzioni della forma (11). Infatti eseguita 
una di queste sostituzioni, essa diviene 

i (0 («) (0 )a 

? T/^r »/* -4-r «1.-+- ••.-♦-»' m ^ .«— i > 

( (0 (0 (0, , (0, ^ ]a 

— i^ii a a^Q x II a a a u;rn^-^■a^^h„.^^-^mg^-ha^)% ^ 

— i ^Q lisi a «•</fn,-»-m/-»-...-»-mQji' * ^ » 

cioè non cangia valore. 

I ju* — 1 valori di K che si ottengono prendendo per i numeri ri , rj , . . . , r» 
successivamente tutti i sistemi (3), si cangiano uno nell'altro per le sosti- 
tuzioni della forma (12). Infatti per una qualunque di esse, B( diviene 

Siano 






(15) 



e poniamo 



(16) 



A« = a,^*' -f- a,<*^ e + . . . + aa^«> 2« 



Wi a i -f- w« a i -f- . . 
wii a'i + Wj a"2 H- . . . 



Wa ai^*^ ^ Mi 



Wi a'o + rat o!\ H- . . . + Wa a»^*^ ^ Ma . 
Sostituendo i valori dati dalle (15) nella (14), e rìducendo colle (16) si ha 

Poiché il determinante dei coeflScienti delle (16) non è congruo a zero (^), 

potremo, risolvendole, ottenere i valori 

; wii =/i M, +/« Mg -f- . . . -f-/a Ma 
\mt=fx M,-+-y'2 M2 + ...-f-y'a Ma 

(18) 



\ Mn^pi^'^'^ Mi H- jOi^*^ M, 



|>«^«^Ma 



(1) V. la mia Nota già citata, Sulla teorica delle sostituzioni. 
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Sostituendo i valori (18) nella (17), ponendo 



e osservando che il sistema ri^*\ r%'*\ . . . , r»^*^ è necessariamente uno dei (3), 
avremo 

( « (*) (*) <«> >/A ^ 

Onde le funzioni simmetriche di B, , R2 1 • • • » Rfx*-» saranno invariabili per le 
sostituzioni (11) e (12), e quindi affinchè la equazione di grado ju* sia risol- 
vibile algebricamente, dovranno esser funzioni razionali dei coefBcienti, e 
quindi di a , ft , e? , . . . ; e Ri, Rj , . . . , R^a*-i dovranno esser radici di una equa- ' 
zione di grado ^u* — 1 , che ha i coefBcienti funzioni razionali di a , i , e? , ... 
Ora prendiamo le equazioni 



P — -^^wij +m, i-»-...+mg(i^^* 



1^ . 






l*_ 






Moltiplicandole rispettivamente per 



y 

sommandole, e osservando che la radice 

^«1 -•■"««•*■ ...-*-««»*'"* 
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risulta nella somma moltiplicata per [i^ , e lo altre per espressioni della forma 






r,— ft-i 



. \r p-r{*^*n,-n,) \ g-ri'^ma-»i,)-...-r4'\ma-na) :^ Q ^ 



SI ncava 



(19) 






Per determinare compiutamente le Ri rammentiamo che sono risolvibili alge- 
bricamente soltanto quelle equazioni che hanno il gruppo decomponibile in 
gruppi primi. Ora il gruppo più generalo di una equazione irriduttibile e 
primitiva di grado /i*, che gode questa proprietà, Galois ha trovato esser 
quello a cui soltanto appartengono le sostituzioni della forma (11), le /e* — 1 
potenze della 

(f) 

dove k è radice primitiva della (5), e le a potenze della 



) 



(.1) (D- ( 

Dunque perchè le funzioni algebriche date dalla (19) siano radici di 
una equazione primitiva di grado fx^ sarà necessario e sufficiente che le fun- 
zioni invariabili per le sostituzioni (11), (20) e (21) siano funzioni razio- 
nali dei coefficienti, e quindi di a , è , t? . . . 

Le sostituzioni (20) sugrindici delle radici equivalgono alle sostitu- 
zioni sulle R date dalle fi^ — 1 potenze della 

(22) (^-) . 

Infatti : eseguendo le (20) sulle ;ri , la B( diviene * 

(23) I ^^'■•''"■^^•'''•''•-•••■^'•'""•''a:,«.,,,.....„,,'„,.....,r<..,{-)*...^,,<«),i»-. f. 



(>) V. la mia Memoria già citata, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, parte I, 
n. 39, e Journal de Liouville, l^^^ sdrie, t. XI, p. 406. 



Ponendo 



(24) 



si avrà 
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w^i = ro'i Mi + ro'e M» + . . . + w'« M^ 



(25) 



^ ma = ay/«> Mi + m^^^^Mj -4- . . . + w«^«> M« . 

Sostituendo nella (23), negrindici di x i valori dati dalle (24), negli espo- 
nenti delle Q i valori dati dalle (25), ed osservando che è primitivo il si- 
stema dei coefficienti delle (24), e quindi per il Lemma II anche quello dei 
coefficienti delle (25), e che in conseguenza per qualunque valore di t 

ri«> w'i + r,"> m"i 4- . . . + Va'"' w/*^ = r^''^'' 



(t4-l) 



ri^" m', + rj^" ro", -|- . . . + ra"> w,^*^ = r,' 



ri"> w a + r,«> w"^ -!-...-+- r«"> ma^«> = r««*» 



avremo 



Le sostituzioni (21) equivarranno anch'esse ad a potenze di una sosti- 
tuzione sulle B(; poiché ogni sostituzione (12) eseguita sulle Xh corrisponde 
a una dello stesso ordine sulle B^. 

Da ciò si deduce che le funzioni razionali delle B( invariabili per le 
sostituzioni (22), e per le a equivalenti alle (21) (le stesse Br non cangiando 
valore per le (11)), saranno invariabili per le (11), (20) e (21), e quindi 
dovranno esser funzioni razionali di a , d , t? , . . . , e il gruppo della equazione 
di grado fi^ — 1 che ha per radici le B^ dovrà essere il prodotto di un gruppo 
a cui appartengono le jU* — l potenze della sostituzione circolare (22), per 
un gruppo cui appartengono soltanto le a potenze della sostituzione corri- 
spondente alla (21). Dunque per la teoria del Galois che io ho svolta nella 
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mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche (Parte 11), ag- 
giungendo le radici di una equazione abeliana di grado a (i) la equazione 
di grado jU^ — 1 che ha per radici le R| dovrà divenire una equazione abe- 
liana, e richiamando la forma delle sostituzioni circolari (22) si dedurrà che 
fra le radici B| , dovranno aver luogo le equazioni 

Rf = d(Ri) , Rs = <5»(R,) , . . . , R, = d(R^«.,) , 
dove B sarà una funzione razionale di a,b ,c . . . e delle radici di ima equa- 
zione abeliana di grado a. 

Firenze, nel marzo 1855. 



(») Kronecker ha chiamato abeliane le equazioni, al gruppo delle quali apparten- 
gono soltanto le potenze di una sostituzione circolare, e ha trovato la forma delle fun- 
zioni algebriche che possono soddisfarle. 
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XI. 

SOPRA LE FORME OMOGENEE A DUE INDETERMINATE 

(Dagli Annali di Sciente matematiche e fisiche , t. VII, pp. 60-63, Roma, 1856). 



Sia una forma omogenea di grado dispari: 
(1) p (a: , y) = ffo^''"-^' + (2w + 1) fli x^'^y 






1.2 



Ponendo 



«0 =J0o +p\ +...+Pm. 

\ «2 =;?0 «0* -\-pl «1* + . . . +J(^m «*m , 



(2) 



. «2m4.l =Po «0*"*-^' +iJl «1**"^' + . . . +Pm CCm^"^^' , 

avremo identicamente 

(3) F{x,y) ^--po {x + «0 y )*'^*^ +i>i(^ + ^^ly )''"*^ + ... +Pm {x+a^yy^- ' 

Il sig. Sylvester ha trovato che «o , «i , «2 » • « . , «m sono radici di una equa- 
zione di grado m + 1 , che ha i coefficienti funzioni razionali di quelli della 
forma (1). Questa equazione può determinarsi nel modo seguente. 
Sia la equazione, che ha per radici ccq , ai , a^ . . . a^ , 

(4) a^^' + B| a"» + B, a»^» + . . . + B^^x =- . 

Moltiplichiamo rispettivamente la prima, la seconda, la terza , . . . , la 
{m + 2)*«*"*<* delle equazioni (2), per Bm^-i , B,„ , B„»-i , . . . Bi , 1, poi som- 
miamole; moltiplichiamo la seconda, la terza , . . . , la (m-h S)"'*"^, per le 
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stesse quantità, e poi sommiamole, e così di seguito fino alle ultime m-\-2; 
osservando che «o i «i i • • • » «m sono radici della (4), avremo 

Bm+l flfo 4- Bm «1 + Bm-i di + . . . + Bi «^ H- ^5^+1 ="- , 

Bm-Hl ffi + B,„ «2 + Bm-1 «3 + . . . 4- Biawi+iH- fl^+2 = , 
(5) ' 

Bm+l «m + B,„ Cm+l + B,w_i «wi+j + . . . -f- Bi fljn» + dzm-t-ì = . 

Ricavando da queste i valori di B,„+i , B,^ , . . . , B» espressi per determinanti, 
sostituendoli nella (4), e moltiplicando per il denominatore comune, si ottiene 
facilmente la equazione 

1 Uo ai tìfj . . . On 



(6) 



(€ Ui ttt «3 . . . tìm+i 

«' a% 03 Ua." am^t 



a'"-^» a^n+i «m+2 «2m+l 



= 0. 



Facciamo nella (3) la sostituzione lineare 



\^v> 



(7) 



Ponendo 



X — — ^-^ — (ero («i — ag) a;' -f «« («o — «i)y' ) . 



1^ 






(8) 



■ , . / («o-nr,)(«,-ao) y'»"' 



; ' 



f B _ (<yo — Qri)(a2 — of<) 
con facilissime riduzioni si ottiene 



(9) F {x,y) = F, (y , y') = go y'*'^^ + 1 ?* (^' + B| /) 



II 



Le funzioni ^^ e B^ sono tutte invarianti. Infatti, poniamo 
«-1 r-0 



18 
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e applichiamo questi simboli di operazioni differenziali alle equazioni (2), 
avremo 

( --= r^ipo "f- »;i ;Ji -4- + 'il JOm , 

Ofo = «0 '/'i ;>o + «1 ^/i Pi + + «m »/i Pm 

-^PQfjl^h-h Pi '/l «1 H- +Pm rji «m , 



(IO) 



2ai ~ oro' r^iPo -h «1* /;i ;?! + -f- «'m ',1 Pm 

-+-2;?o^o';iaoH-2pi«lVl«l + + 2/?m «m ^/l «ir 



-W^'^'v^Po- 



-«i*'»-^\,;)i 



.+ a,n''"-^» Vlf^m 



(2m-f-l)fl[2n 

+(2m+ì)poCCo''''rj,ao-^{2m+l)pia,^'^ri,a,,..-^^^ 

{2m -+~l)ai = r^tpo + r^tPi + + ryg;;„» , 

2ma2 = «0 ^/«i^o -+- ccx rii Pi -+- + a^ tj^p^n 



'/i^m 



(11) 



I Wm ^'t «m » 






--=: «o'"^-"' rjtp^ 



cc.'^^^^pi + -+ cr^*»''-^ r;, jt?„ 



(2;w+l);vV^'Ì2ao+(2w+l)7>i«i*%«,+...+(2;?i-hl);}„,rr„ 



"^2a,«. 



Dalle (10) si ottiene 

(12) • r;i^;t = 0, 7;ja,= l, 

come è facile a verificarsi, richiamando le formule (2). Dalle (11) si ricava 
egualmente 

(13) fhPt = i2^-+''i^)PtCCt, rj2ai=—at^. 
Tutte le funzioni I che soddisfano alle due equazioni 

i?i I = , r;, I = , 
sono invarianti. Applicando i simboli tj^ e ryg alle funzioni (8), e sostituendo 
nei risultati i valori dati dalle equazioni (12) e (13), si ha facilmente 

^/'i ?o = , ry, 5^0 = , 
f]i <?/=•- , »j2 qt = , 
yi B, =- , 1?, B, = . 
Dunque i coefficienti della fomia (9) sono tutti invarianti, che eviden- 
temente, quando li avremo ottenuti espressi per coefficienti della forma (l), 
non risulteranno razionali, ma funzioni di soli invarianti razionali. 

Nel caso di m = 2, questa proprietà si trova verificata, in questi Annali, 
in una Memoria del sig. cav. Faà di Bruno. 

Firenze, 15 gennaio 1856. 
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XII. 
SOPRA LE SERIE DOPPIE RICORRENTI 

(Dagli Annali di Sciente maltmaticbe e fisiche, t. Vili, pp. 48-61, Roma, 1857). 



1. Una serie doppia 



fn,n=o 



(1) 7 Ufn,n = 2^0,0 + 2^1,0 + «2,0 + ^3,0 + 



+ Wo,« H- Ui^% + 2^2,8 + 2^3,2 + . . . 
~t- Wo,3 -f- 2^1,3 ~f~ ?^?,3 H~ 2^3,3 "!"••• 



la quale abbia i termini sottoposti a verificare T equazioni 

(2) y / Or^i Um-^ii^r-s.n-M' = , . 



a— r— 



s=.v f =-v-a 



(3) 2_ / ^^'' Um^Hf-t^n^r = , 



*— r— 



si potrà chiamare ricorrente per l'analogia che ha colle serie ricorrenti 
ordinarie. 

2. In generale, dati ì fxv termini nei quali il primo indice è minore 
di /e e il secondo minore di r, o viceversa, Tequazioni (2) e (3) determine- 
ranno compiutamente tutta quanta la serie. 

Infatti gli altri termini o avranno la somma degrindici maggiore di 
V — le minore di /e ; o maggiore di /e — 1 e minore di /a + 1' — 1 ; o mag- 
giore di ju + v — 2. 

P. I termini che hanno la somma degl'indici eguale ? > v — 1 e < /* 
sono ^ + 1 , V dei quali, cioè 

Wp,0 1 Wp-1,1 • - • ) Wp— v-<-l,V— 1 f 
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sono dati, e gli altri q — v-hl si esprimono linearmente per i termini che 
hanno la somma degl'indici < q , risolvendo le q — r + 1 equazioni di primo 
grado, che si ottengono dall'equazione (3), ponendovi successivamente 

m = ,n = Q — v; m~ 1 ,n ~q — v — 1; ...; m-^Q — r,n = 0. 

2**. Dei ^+1 termini che hanno la sommtf degl'indici ^uale a ^>iti — 1 
e < jU + V — 1 ne sono dati fi-h-v — ^ -f- 1 , cioè Wa-i,p-.a^i , ^^a-l,p_a-n , . . , 
Wp-v+i,v-i , e gli altri q — v + l+p — jtt + 1 si esprimono linearmente in 
funzione di quelli che hanno l'indice < q , mediante le q — v H- 1 equa- 
zioni che si deducono dall'equazione (3), facendovi successivamente 

m = jn = Q — V ; m = 1 ,71 = q — v — 1; ...; m=^ q — r,w = 0, 

e mediante le q — /e H- 1 equazioni che si ottengono dall'equazione (2), po- 
nendovi successivamente 
m^=0 ,n = Q — /*; w=l,»~^ — /« — 1; ...; m = Q — ^,w = 0. 

3**. Dei ^ + 1 termini che hanno la somma degl'indici eguale a 
^ > jii + V — 2 non n'è dato alcuno ; ma si determinano in funzione dei ter- 
mini che hanno la somma degl'indici < q , mediante le q — /« + 1 equa- 
zioni dedotte dall'equazioni (2), dando ^ m e ^ n successivamente tutti i 
valori interi la somma dei quali è ^ — ju, e mediante le q — v + 1 equa- 
zioni dedotte dall'equazione (3), ponendovi successivamente invece di ^t^ e 
di n tutti i valori interi la somma dei quali è q — r. Se q = h-{-v — 2 4-5 
abbiamo ,a + r — 1-i-s incognite e q — /a + 1 + ^ — v~hl =/e -}-r-4-25 — 2 
equazioni; quindi s — 1 equazioni di più dell'incognite; ma, come vedremo, 
queste s — 1 equazioni, in generale, rientrano nell'altre. 

3. Se poniamo 

(4) /,(.» ' y) = 2. zi ^'•' ^^~' 2^ = ^ ' 

5=-o r="0 

(5) A(^ ' ^^ "" X X *"•' ■^'"'~' y' = ^ ' 

«—0 r=»o 

e indichiamo con 

^1 » yi ; ^2 ì '!/i\ ^3 » ys » • • • » ^^xv » y^v > 
le radici simultanee dell'equazioni (4) e (5), il termine generale della 
serie (1) sarà 

(6) l^m.n — 2^ ^^ ^^ y^ ' 
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dove i iiv coefiBcienti ^i , ^5} , ^3 , . . . , ^^v 3evono determinarsi in modo che so- 
disfacciano alle /n' equazioni di primo grado che si ottengono ponendo nel- 
Tequazione (6) successivamente, per m tutti i valori interi minori di fi q 
per n tutti i valori interi minori di r, e invece dei termini Um,n i loro jur 
valori che abbiamo supposto esser dati. 

É facile a verificarsi che dai valori (6) di Um,n saranno sodisfatte le 
equazioni (2) e (3) per tutti i possibili valori Aim e n; q quindi i ^-f-y-f-5— 1 
valori di Um,n che hanno la somma degl'indici eguale a /i -f- r — 2 + 5 , so- 
disferanno alle /* -f- v -f- 25 — 2 equazioni di sopra notate (n^ 2"*, 3*), e perciò 
s — 1 di queste dovranno essere una conseguenza delle altre, come avevamo 
avanzato. 

Tutto questo vale quando l'equazioni (4) e (5) hanno [iv radici simul- 
tanee, come è in generale. Molte volte però le radici medesime sono in nu- 
mero minore; e allora sono anche in numero minore i termini che nella 
serie (1) si possono prendere a piacere. 

4. Passiamo ora a determinai'e la funzione generatrice della serie (1). 
Siano 
(7) X = a^xi^-^-h a^xy--*-^ -h «2^:^^-* ... + aav = 0, 

(8) Y = /Jo^' + ^^y^'-' + ^ly^'-' '" + /*Ìx. = 0, 

Tequazioni finali, la prima risultante dall'eliminazione di y, la seconda dall'eli- 
minazione di .r tra r6quazk)ni (4) e (5). É noto che si possono prendere quattro 
funzioni razionali intere di or e di y, M/, Mj', M/' , Mg" , in modo che si abbia 

(9) M/A + M,'A = X, 

(10) M/7, + M2"A-T. 

Jacobi ha osserviate (^) che ponendo 

V-M/M,"-M,'M/'; n=^^^-^^. 

^x ^y T^y 7)d7 

e distinguendo con due indici r e s posti in basso a Y, i valori che prende 
Y fev x = Xr y ed ij = ys; e con la lettera m posta in basso a V , B , X e Y 
i valori che prendono queste funzioni per x^ Xm ed y = y^^ si hanno dal- 
l'equazioni {\)) e (10) le due 

V/i = M2"X — M,'Y; VA = M/Y — M/'X, 

delle quali, poiché per x = Xr ^y =ys non si annullano contemporaneamente 
fi e /s , si deduce che deve essere necessariamente 

(11) V,,,=-0; 



(») Creile, Journal fùr die reine uni angewandte àfathematik, B. 14. 
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e derivando successivamente rispetto a a; e a y le due equazioni (9) e (10). 
sostituendo nelle derivate x = x,n e y^^ym^ e formando il determinante 



— V«i Ivmi 





X'„0 




dx dx dy dy 




0Y'„ 




M."y'4-M,"''/* M/'f' + M,"^/' 
dx dx dy dy 


si ottiene 


(12) 






» w J*m — -A. m ^ v^ • 



5. L'equazioni (11) e (12) servono a dimostrare il seguente teorema: 
Se svolgiamo in serie ordinala per le polente decrescenti delle va- 
riabili x e y la frazione ragionale 

PY -^ QX + SY 



(13) 



XY 



dove T?, Q ed S sono polinomi presi in modo che PV-f-QX + SY twn 
contenga né x uè y inalzate a potenze superiori a fir — 1, i coefficienti 
della serie che otterremo^ saranno i termini di una serie doppia ricorrente. 
Infatti, decomponendo in frazioni semplici la frazione i-azionale (13), 
poiché il numeratore è di grado inferiore al denominatore tanto rispetto ad 
X che ad y, avremo 

PV-^QX + SY X Pr,, V ,, 



= ^ 



XY ^XVY'.(ar-^.)(y-?/.) 

e ponendo mente all'equazioni (11) e (12), si otterrà 
PV + QX + SY V P» 



=y 



XY Z-Rm(^ — ^m)(y~ym) ' 

e svolgendo il secondo membro in serie ordinata secondo le potenze discen- 
denti delle variabili, 

PV + QX + SY V ( P. p ) 

XY ~ z^r ^m "^y "" y 



(14) 



. ^a-i-i) y-(p-M) 



È chiaro che i coefiBcienti delle differenti potenze di a: e di y sono della 
forma (6), e quindi sono i termini di una serie doppia ricorrente, come vo- 
levamo dimostrare. 

Ora osserviamo che il polinomio PV + QX + SY è di grado inferiore 
a /<v rispetto a ciascuna delle due variabili x q y\ quindi contiene /i*r* coef- 
ficienti ; deve annullarsi per le sostituzioni, x^Xr^y^^y» quando r ed s 
sono differenti; in conseguenza deve soddisfare a /ci' (/er — 1) condizioni. Dunque 
non potrà contenere più di /ir coefficienti arbitrari. Per ottenere questo po- 
linomio, potremo prendere una funzione P razionale e intera di .r e di y che 
non contenga più di /iv coefficienti arbitrari, per esempio, che non contenga 
potenze di x superiori a /i — 1 e potenze di y superiori a v — 1 , o vice- 
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versa; moltiplicarla per V, ed eliminare dal prodotto le potenze ài x e di y 
maggiori di fxr — 1, valendosi dell'equazioni (7) e (8), dalle quali abbiamo 

dove qs è un polinomio in a: di grado </«''» e q's è un polinomio in y di 
grado <Cnv. 

6. Data una serie doppia ricorrente (1), si potranno sempre deteimi- 
nare i /ir coefficienti arbitrari di P in modo che i coefficienti della serie, 

della quale è funzione generatrice la frazione razionale ^^ , 

siano i termini della serie (1) medesima. Basterà determinare i /iv coeffi- 
cienti di P per mezzo delle fiv equazioni di primo grado: 

Pi = d?i Ri ; Pj = ^i R« ; Ps = t?3 R3 ; ... ; P^v = Cu.h Rav ; 
così avremo 

^^"^XY^^^ = ^ ^^'' '''" ^'"^ ''*""' ^' *^"" • 

7. Se P = 1, sarà Q = 0, S = 0, perchè V è di grado fiv — 1 rispetto 
a ciascuna delle duo variabili ;r ey; e, come ha osservato Jacobi ('), avremo 
nel secondo membro dell'equazione (14) eguali a zero i coefficienti di tutti 
i termini nei quali a~\- (i <^iii-i-v — 2, perchè V è di grado non mag- 
giore di 2uv — fi — r. Se dunque nella serie doppia ricorrente si prendono 
eguali a zero tutti i /ir termini arbitrari fuori che Wa-i,v-i, saranno eguali 
a zero anche tutti gli altri termini, nei quali la somma degli indici è mi- 

— ^^-^ e avrà 

V 

per funzione generatrice la frazione razionale Yy ' Questa è la più semplice 

delle serie doppie ricorrenti che hanno una medesima legge di progressione. 

8. Tra le relazioni più notevoli che le serie doppie ricorrenti hanno 
colla teorica di due equazioni con due incognite, merita di essere accennato 
l'uso che può farsene nei due problemi principali; cioè nella determinazione 
delle funzioni simmetriche delle radici simultanee, e nella risoluzione nimae- 
rica delle due equazioni medesime. 

Se nell'equazione (li) si fa P=:R, i coefficienti del secondo membro 
divengono della fo:ma Zr^m^^/i, ossia sono le funzioni simmetriche semplici 
delle radici simultanee deirequazioni (4) e (5). Determinati i coefficienti dei 
termini nei quali a<C/^, /^ <*'(") i /*>' termini della serie (1) che hanno 



(0 Creilo, 1. e. 

(*) Effettuando lo svolgimento in serie ordinata per le potenze decrescenti di a? e di y, 
del primo membro delTequazione (14), quando P -= R, e determinando il termine generale 
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gl'indici rispettivamente eguali ai due esponenti delle radici simultanee, si 
potranno, per mezzo delle equazioni (2) e (3), determinare tutti gli altri 
termini della sene medesima, che saranno i valori di tutte le possibili fun- 
zioni simmetriche semplici delle radici simultanee dell'equazioni (4) e (5). 

9. Il metodo di Daniele BernouUi per la risoluzione numerica di una 
equazione, può estendersi, per mezzo delle serie doppie ricorrenti, a due equa- 
zioni con due incognite, e si ha il seguente teorema : 

Se X e y sono due radici reali simultanee dell' equasioni (4) e (5), 
tali che il loro prodotto sia maggiore di tutti i j^^odotti dei moduli delle 
altre radici simultanee^ sarà 

Xi = lim — '— , yi = Imi — ^^ • 
Infatti, abbiamo 

' 1^^ »n=^"v m«»u.v 

m=i wi-i m»i 

onde, facendo i due rapporti della prima espressione colla seconda e colla 
terza, e dividendo sopra e sotto per ^i'-* yi'-\ si trae 

m— fiv 



th.t 



Ci X, yi + y Cm Xrn ^m l'^^^^''' 



Ui-~\.i m-fiv 



Cixi7ji-+- y CmXmym\'-r:r) 






CiXi-h > C,nX,n\ ^— ) 



Ora le quantità sotto il segno 2 contengono le potenze {t — !)«»»»»« di quan- 
tità <; 1, perchè Xi^ji è maggiore dei prodotti dei moduli di tutte le altre 
radici simultanee; dunque convergeranno verso zero col crescer di /, e avremo 

Xi = lim — ^ , y, = lim 



Ut-i,t W(,t-l 



di questa serie, si ottiene una formala che esprime in funzione razionale dei coefficienti 
delle due equazioni le funzioni simmetriche semplici delle loro radici, la quale, come 
mostrerò in allra occasione, è analoga a quella di Waring che dà le sommo delle poterne 
simili delle radici di una sola equazione. 
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10. Abbiamo anche il seguente teorema, che è analogo a quello che 
ha trovato Pourier (') per le serie ricorrenti semplici : 

Se Xi^ 7ji\ Xì, yt\ ... \Xr, yr-, sono le radici simultanee dell' equazioni 
(4) e (5), che hanno i prodotti dei rispettivi moduli maggiori di tutte le 
altì^e^ ponendo 



^m^n — 



A m,n — 






'A 



''A 



tn^n • 



>A 












• ^m+r— 8,n-<-r— 1 ^m-t-r— i,n-»-r— i 

• Wm-f-r— 2,n ^m-t-rjn 



e^i 



m,n-»-r- 



-1 W, 



m-i-i,n-»-r— 1 






2^m-»-r— l,n ^m-hrjn 



Wm,ii-»-l Wm-»-l,n-»-l • 



^4-r— i,n-»-r-l 2^m4-r,n-»-r- 1 
• Wm-f-r— 2,n ^m-»-r— I,»» 









2^m-»-r— 2,n Win.^r_i,n 

2^m-»-r-2,n-»-l ^m-i-r— l,n-»-i 



Wm,n-»-r— i 2^m-»-i,n-i-r— i Wm^-r— f,fi+r— i ^m-«-r-l,n-f-r— 1 

^m,n-f-r ^m+i,n-»-r Wni-»-r-t,n-fr ^-»-r— i,«-»-r 

Wm,n Wmfi,n ^m<»-r-.t,n W|n-*-r-l,n 

^m,n-»-2 ^m-*-i,n-»-2 ^m-t-r— 2,n-»-2 Wm-fr— l,n-<-2 



Wm-»-l,n-i-r Wm-t-r— 2,»i 



W., -i-r— l,fi 



(0 L'enunciato di Fourìer neWAnalyse de$ équations, p. 72, è inesatto, come fu ay- 
vcrtito dal prof. Tardy {Nouvelles Annales de Mathématiques, an. 1854, jany.); ma è 
stato corretto dal prof. Brioschi nei medesimi Annali, an. 1855, p. 21. 

19 



— 146 — 
le 2r — 1 serie doppie, 

saranno ricorrenti e l'equazioni 



af — \ìm 4^ ^-' + lim ^^o:'^» — 

Am,m A» 



m,fn 



Afn,m A,n— i.m 



= 0, 



f — lim ^f=^ y-» + lim -^^^2M!!_ yr-. _ ... 

(r-l)A A 

zt lim ■ ^"'"' =plim-p^ = 
avranno rispettivamente per radici 

yi , y« , y3 , ... , yr . 

Per dimostrare questo teorema, basta osservare che valendosi di alcmie 
proprietà note dei determinanti, ponendo 



^'<l,<f,..M«r = 



1 1 1 ...1 

Xt, Xi, Xt, ...Xt^ 

Xt,^ Xi* Xt,^ ....V 



•^t.*'"' ^</"* ^i/^' - ^t/ 



'^<l,«„..M«r = 



i 1 1 ...1 

yti Vh Vh '-Vir 



ytr' ytr' y^r' ... y^r' 
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e sostituendo i valori di Um,n dati dalle formule (6) si ottiene facilmente 

Am,„ = Se,, e,, ... Ct, ^',„t.,..., <, '^«„«. ,, ^«.'" ^«r ... x,, y,," y,,» ... y,," , 

A.'„,,„=:Sc,,Ct,...c,, J't„, ,,, 'A,f.,....«r H,"'a;,,"'a:,,"'...^,,"«y,.'»y,."'...y,», 

A"„.m=^<?«. <?!....<?«, ^'i.,., ,r'^h.t. «r H,"'a:i,"'x,.'»...««r"y«,'"y«."'".y^"'. 

'A„,„, = Sc,, c,,...e,r A,»......». '^i,.< ..r K,<»a:,,"'j?,."'..,a?,,"'y,,"y,."...y,,"', 

'A„,„=.r<?,.c,,...c,^ A,,,, , '^i,.,,,...,i, K,«'a:,,"'ar,,"'...a;,,"'y,,"'y,."'...y,,"', 



dove 

H,"> = ;r,, + ori, H 1- Xt, , H,"> — x,, x,, + ari, a:,, H 1- o;,^, Xt^,. 

K,<» = y,, + y,, -I— ~i- y,, , K,<" = y,, y,, + y,. y,, -f-H- y,^, y,, , . 
onde, 



lim -7-^ == ;r, + X, 4- ■•• + .^r , 

lim . ^= XiXf^ X\ Xz -\ + Xr^i Xf , 



'A ' 

lim-7^!^= y, + y,H--+yr, 

"A 

lim -7-^^^ = yi y, + yj y, H h yr-ij^r , 



Tutto quello che abbiamo detto intorno alle serie doppie ricorrenti e 
alle relazioni che esse hanno colle radici deirequazioni a due incognite, si 
estende facilmente alle serie triple, quadruple, ... ricorrenti, e ai sistemi di 
tre, di quattro , . . . equazioni con altrettante incognite. 

Firenze, 26 aprile 1857. 
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XIII. 

SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES DES ÉQUATIONS 

(Dal Journal fùr die reine unii ungewandte Mathematih, t. 54, pp. 98-100, Berlin, 1857). 



La consìdération des fonctions génératrices des fonctions symétriques 
des racines d'une équation algébrìque conduìt à une expression remarquable 
du produit des carrés des différences de toutes les racines. 

M. Borchardt a trouvé (voi. LUI, p. 193 de ce Journal) que la fonction 
symétrique 

(1) 2x\^x\\.,xl- 

où 

sont les racines d'une équation 

f{x) = af'-\- k^af'-' -4- Ajo:"-* + - A„ = 0, 
est le coefficient du terme 

dans le développement, suivant les puissances décroissantes, de Teipression 
suivante 

où //(/i, ... , tn) désigne le produit des différences des variables /i, /j, ... , tn» 
J'ai remarqué que la fonction symétrique (1) est aussi le coefficient 
du terme 

fj *t — ^n 

dans le développement, suivant les puissances décroissantos, de T expression 
y (ti , U tn) _ r Ui ) f (AY-r Un) TP (U . U . .». ^ /n) 

II' (cTi , Xt , ... , Xn) IP (^l , X^ , ... , Xu) f{ti) fKU\'4U^ 

Donc, on a deux expressions de la méme quantité (1), et en les comparant 
on obtient une équation, d'où Ton déduit, pour toutes les valeurs positives 
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et entières de ^1,^2, ... , Un 1 

]^{tlì iti ••• » Ìn)\ -(a,-»-0^-(a,-»-i)... -(a^-i-i) 



W{xi^X2^ ... ,a:„) = 






si ToD désigne, avec Jacobi, par 

le coefficient di terme // // ... /^** dans le développement de 

2. La fonction generatrice de toutes les fonctions symétriques dea Solu- 
tions communes à deux équations algébriques est donneo par le théorème suivant: 

Si Von désigne par 

{xi , jTi) , (^2 , y») , {xz , yz) , ... , {x^ , y^) 
les systèmes des soltitions communes aiLx deux équaiiom 

A (^» y) = , A (^, y) = ; 

si 

if{x) = o, v(y) = o 

soni les deux équations finales résultantes et Mi , M2', M/', M2" lespoly- 
nomes rnuUiplicateurs qui donnent 

M;A+M;'/-, = v(y), 
^/ g'M^ Tori pose 

/a fonction symétrique 
^s/ /^ coefficient du terme 

^-,a,.I)^-(a..I) ^^^ ^-(a^-.!) ^-c5..l) ^-c6..l, ^^^ ^-(bj,.,) 

da;i5 /é? développement^ suivant les puissances décroissantes^ de l'expression 
suivante : 

0(Ux, Vi) tì (Uj, th) ,..d {Uu.. Vìl) Tl^jUx.Ui Uju) n^(Vx,Vt, ... ,Vìk) 

n\xx,xt , ... , Xy) n^(yi.yt, ...^y^x) (f{ui)^{u2)..,if{uu)^ivi)\p{vt)...\p{v^u) ' 
On peut étendre aisément ces résultats à un plus grand nombre d'équations. 
Florence, 12 juin 1857. 
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XIV. 
SOPRA L'EQUAZIONI ALGEBRICHE CON PIÙ INCOGNITE 

(Dagli Annali di matematica pura ed appìicata, ser. I, t. I, pp. i-8, Roma, 1858). 



Dato im sistema di n equazioni algebriche con n incognite, dopo avere 
determinata Inequazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le inco- 
gnite meno una sola, e trovati tutti i valori di questa incognita, per risol- 
vere compiutamente il sistema proposto, è necessario di determinare in fun- 
zione di questi i valori corrispondenti delle altre incognite, cioè rimane da 
sciogliersi il seguente problema: 

Date n eqtcasioni con n — 1 incognite^ che hanno uno o più sistemi 
di soluzioni comuni j determinare questi sistemi. 

Il eh. sig. Liouville, nel voi. XII del suo Giornale, ha dato un metodo 
per risolvere questo problema. Abel, nel voi. XVII degli Annali di Gergonne 
lo aveva trattato con maggior generalità, ma soltanto nel caso di due sole 
equazioni con una incognita. Come può vedersi anche nel Cours d'Algebre 
supérieure del eh. sig. Serret, egli aveva determinato, per mezzo delle fun- 
zioni simmetriche, una funzione razionale qualunque di una sola radice comune 
a due equazioni algebriche. I principi, sopra i quali è fondato il metodo di 
Abel, sono stati dimostrati finora soltanto per il caso di una sola equazione 
con una incognita; quindi la generalità, di cui esso è capace, non è stata 
finora provata. Dare tutta la possibile generalità al metodo di Abel e ai prin- 
cipi, sopra i quali si fonda, è lo scopo di questa breve Memoria. 

Siano proposte le n~hl equazioni algebriche con n incognite 

Ì/o (^1 » ^2 » • • • » ^n) = , 
fl(Xi , Xi j . . . , OTn) = , 
fn{X\i Xt , . . . , OTn) = , 
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le quali siano rispettivamente di grado trio, ^^i » ^t . — » W2„. Rappresentiamo i 
sistemi di soluzioni comuni a tutte Tequazioni (1), meno la prima, con 



^l 1 ^l » • • • t ^n > 



«1 , «2 , . . . , «n ; 

(2) 



l ^«1 , ."^«t , . . . , J^flfn ; 



il primo dei quali sia comune a tutte. 

È noto che si possono determinare sempre n^ polinomi moltiplicatori 
M/ , M/ , ... , M/ ; M/' , M," ... M^' ; ... ; M,'^' , M,^'*> , ... , Mn^''>, in modo 
che si abbia identicamente 



(3) 



[ M'. A-f-M', AH hM'„ A = 9),(d;,), 

\ M", A-+-M", AH hM"„ fn = 9t{:ct), 



[ M.<«> A 4- M,«»> A + •••• + M„<«> A = y„ (d?„), 



indicando un 9>r(^r) l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte 
le incognite meno Xr- Rappresentando con D il determinante 

y =fc m; m;' m;" ... m'"' , 

— n 

con J il determinante funzionale 

Y^ìH^ù. lÙL, 

e con {xi , .Tt , ... Xn) il prodotto dei due determinanti D e J, si dimo- 
strano facilmente (^ le due equazioni 

(4) «C^«i, '■««2,.../'^«n)-=0, 

(5) d ( «'«i , 'a, »'«,) ^ y\ (^u,) r/% ('«,) ... y', (''«„) ; 



(1) Vedi la Memoria di Jacobi, Theoremata nova algeòraica circa sy stema duarum 
aequationum Inter duas variabiles propositarum nel Creile, voi. XIV, pp. 281-288, e la 
mia Memoria, Sopra le serie doppie ricorrenti negli Annali di Scienze matematiche e 
fisiche, t. Vili, pp. 48-61 (od anche pp. 139-147 di qnesto volume). 
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nella prima delle quali i valori numerici degl'indici superiori ri , rj , ... , r„ 
sono tutti differenti. 

Ammesse queste notazioni e richiamati questi principi, passiamo ad esten- 
dere alcuni teoremi dal caso di una sola equazione a quello generale di un 
sistema di un numero qualunque di equazioni. 

Teorema I. Una funzione razionale e simmetrica di tutti i sistemi (2) 
meno uno^ per esempio meno il primo^ equivale a una funzione razionale 
e intera delle quantità di questo stesso sistema. 

Poniamo 

(6) 77(^1 , at , ... , ar) = («i — a^) {a^ — a^) ... («i — ar) («« — a^) ... 

(a« — ar) ... (flr-i — ar) ; 
e 

—37—^^1(^1, et,),- —^qi^{x2, «2),...," r-=^n{xn. «n); 

Xi — «1 Xt — «2 Xn — «ti 

^1 , ^2 , ... , ^„ saranno rispettivamente funzioni razionali e intere di Xi e 'ai , 
di Xt e '«2 , ... , di a?n e '«„ . 

La funzione generatrice delle funzioni razionali, intere e simmetriche di 
tutti i sistemi (2) meno il primo, sarà 

m r _1d ^("""^^ '^^^^ ""^-^ T) n^"u,ru, \^u,) . 

«1—2 «—l 

Infatti, decomponendo in frazioni semplici, a cagione dell* equazione (4) si 
annullano tutti i termini, nei denominatori dei quali alcuni dei fattori, che 
contengono gli u cogli apici superiori eguali, hanno gli a cogli apici supe- 
riori differenti ; a cagione delVequazione (6), si annullano tutti i termini, nei 
denominatori dei quali alcuni dei fattori, che contengono gli u con apici in- 
feriori eguali, hanno anche eguali gli apici superiori degli « ; e per Tequa- 
zione (5), tutti gli altri termini hanno per numeratore l'unità. Dunque, ab- 
biamo identicamente 

^^^ ^^^ (% - "«ì) .... {^u, — f^aO ... Cu. - "ce,) .... (i'un - i'a,) ' 

dove si debbono permutare tra loro contemporaneamente gì' indici superiori 
di tutti gli n sistemi di a, in tutti i modi possibili. 

Ora, svolgendo in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle inde- 
terminate "ui , "^2 » ... , ^Ui , l'-Ut , ... , l'espressione (8) di G, si ottiene per 
coefSciente del termine 

"{"a.-hì) -"i"a„-»-l) -(^o,-i-l) -(^fl -»-l) 

(9) "«, ... "«„ . . . f^, . . . .-«n 
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la funzione simmetrica 

(10) y . ''-' . "-• 






a, a„ 



L'espressione (7) di G è funzione razionale di 'a, , 'uf , ... /a^ , e dei 
coefficienti, poiché anche ie funzioni H* sono funzioni razionali dei coeffi- 
cienti di 9^1 , ^i, ... , ^n ; quindi svolta in serie ordinata secondo le potenze 
decrescenti delle medesime indeterminate u^ si otterrà per coefficiente del 
termine (9) una funzione razionale di '«i , 'a, , ... , '«„ , che potrà rendersi 
intera, perchè 'ai , '«j , ... , '«„ sono rispettivamente radici delF equazioni 

yi (^l) = , (p2 (Xi) = , . . . , yn M = 0. 
Dunque la funzione (10) sarà esprimibile razionalmente e sotto forma 
intera per le quantità '«i , '«« , ... , '«„• Ma una funzione razionale simme- 
trica di tutti i sistemi (2) meno il primo, si può rendere intera, moltipli- 
candone il numeratore e il denominatore per tutti i valori che prende il deno- 
minatore permutando tutti i sistemi tra loro in tutti i modi possibili; e 
resa intera sarà la somma di più espressioni della forma (10) moltiplicate 
per quantità razionali, e quindi sarà esprimibile razionalmente e sotto forma 
intera per '«i , 'a, , ... , '«„ ; come volevamo dimostrare. 

Teorema II. Una funzione razionale e ini era di grado qualunque di 
un solo dei sistemi (2) equivale sempre a una funzione razionale e intera 
delle quantità dello stesso sistema, la quale contiene un sol termine di 
grado mi-hmi-h — \-mn — n, e tutti gli altri di grado inferiore. 

Le quantità 

sono termini di una serie n^*P^ ricorrente, della quale le scale di relazione si 
ottengono, sostituendo neir equazioni 

Xi^^ Xi^* . . . Xn^^ fl(XiyXz, . . . , Xn) = 0, 
ir/i Xi^* . . . .Tn'»» A iXi,X2, . . . , Xn) = 0, 



(11) 



Xi^' Xz^^ . . . Xn^^ fn{Xi,Xi, . . . , Xn) = 0, 



?A',,r„...,rn ì^ luogo di Xi''' Xz^* . . . a?/*. Dati i valori delle /t indetermi- 
nate hs, è chiaro che la serie deve risultare compiutamente determinata: 
dunque Tequazioni di primo grado che si ottengono, come abbiamo detto, 
dall'equazioni (11) debbono essere tali da potere servire a determinare linear- 
mente tutti i termini della serie, quando ne siano conosciuti tanti quanti 

20 
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bastano per determinare i /t valori di A, per esempio i primi (i, ossia tutti 
quelli nei quali ri < fw, , r^ < w, , ... ,rn<mn. Questo varrà qualunque siano 
i valori dei coefficienti A, quindi anche per Ai = 1, lh = fh^= — = A^^ = 0. 
Dunque tutti i prodotti 

'a/i '«2'-« ... 'a/n 

si potranno esprimere linearmente per quei prodotti soli nei quali ri < mi... , 
rn<C.^n] e una funzione intera qualunque di '«i ,'«2 , . . . , 'a^ si potrà ri- 
durre a contenere un sol termine di grado Wi -j- Wj -f- — \-mn — n, e tutti 
gli altri di grado inferiore ; e. v. d. 

Teorema III. Se Fm indica una funzione di "*ai , »»a2 , . . . , •^a„ razio- 
naU, intera e con un sol termine di grado Wi + mjH — -hmn — n, e 
tutti gli altri di grado inferiore, e Jm indica il valore che prende il de- 
terminante funzionale quando ad .Ti , ^rg , . . . , ^„ si sostituiscono rispetti- 
vamente '"«i , "*«2 > . . . , "*«« ; 



»»='* 



\ 1J!L 

sarà eguale al coefficiente del termine di grado wH- W2 H- •• -f mn — n in P. 
Come nel teorema I si è dimostrata l'eguaglianza dei secondi membri 
dell'equazioni (7) e (8), si può provare ancora la seguente identità 

D v' I 



= ■> 



9l(Wl) y« (2*2) - yn (Wn) ^ ^m (Ui — ""fti) {Ui — '"«g) ... {Un — '^«n) ' 

e poiché D è di grado non superiore a fi — mi — ^m2 Wn, dovranno 

nel primo membro, e quindi anche nel secondo, mancare i teimini di grado 

superiore a — (twi + ?W2 H h Wn), quando si svolgano ambedue secondo le 

potenze decrescenti di Ui , Ui, . . . ^ Un . Dunque 






"«g»^ 



sarà eguale a zero per tutti i valori di ri , r2 , ... , r» rispettivamente non 
superiori a mi — 1 , mz — 1 , ... , ?w„ — l , e sarà eguale al coefficiente T di 
ur^^ U2~^' ... Un'^"' nel primo membro svolto in serie, quando r, , rj , ... , r„ 
sono rispettivamente uguali a ^i — 1, 7n2 — 1 , ... , Wn — 1 ; ma se prima di 
procedere al calcolo si fosse decomposto T in n fattori (alcuni dei quali pote- 
vano essere eguali a uno) e si fossero rispettivamente moltiplicati i primi 
membri dell'equazioni /i = 0, ^ = ,...,/*„— per questi fattori, il deter- 
minante funzionale // sarebbe stato moltiplicato per T, e quindi il valore 
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deirespressione (12) sarebbe stato diviso per T, e perciò sarebbe stato uguale 
ad 1 ; e questo potremo sempre supporlo. 
Ora, è chiaro che, nell'espressione 

\' Eia. 

annullandosi tutti i termini della forma (12) e di grado minore di Wi 4- w, -4- 
••• -4- Wn — «, e quello di grado ?/ii -f- Wg H — -f- m„ — n essendo eguale 
all'unità moltiplicata pel suo coefficiente ; Tespressione stessa rimarrà eguale a 
quest'ultimo, come volevamo dimostrare. 

Passiamo ora alla risoluzione del problema che ci siamo proposti in 
principio. 

Problema. Determinare una funzione razionale qualunque delle quan- 
tità che costituiscono un sistema di soluzioni comuni ad n-i-1 equazioni 
con n incognite. 

Sia ^ ('«i , '«2 , ... , '«n) la funzione da determinarsi. Poniamo 

la quale espressione dovrà essere identicamente nulla ; indichiamo con V, la 
quantità 

R 

che, per i teoremi I e II, sarà eguale a una funzione razionale intera di 
*«i , *«2 , ... » *«n 1 con un sol termine di grado w^i + ^2 4- — -4- m„ — n e tutti 
gli altri di grado inferiore, che rappresenteremo con F, . È evidente che V, 
sarà nullo per tutti i valori di 5, fuorichè per 5 — 1 ; quindi 

li _ \ I- _ \ Ik 

e per il teorema III, indicando con E il coefficiente del termine di più alto 
grado in F, 

Analogamente, indicando con H il coefficiente del termine di grado mx-\-m%+'' 
-hmn — n, in V^ ridotto, come abbiamo detto nel teorema II, e ponendo 
«P ("*ai , •^«2 , ... , ♦"«„) = ^fn , otten-emo 



-y ^-=H. 



m— 1 
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Dividendo Tona per l'altra queste due equazioni, avremo finalmente 

*« = -K' 

Quando Tequazioni abbiano più sistemi di soluzioni comuni, non si trova 
difficoltà ad estendere i metodi trovati per il caso di un solo. Mi contenterò 
di accennare i seguenti teoremi: 

I. Le condizioni necessarie e sufficienti, perchè /i -4- 1 eqtcazioni ab- 
biano t sistemi di soluzioni comuni, sono espresse dalle equazioni 

K — 0, — = 0, — i — 0, .... , ,_i - , 

dove B è il primo membro dell'equazione finale risultante, e ary,rt,'„,rn i^' 
dica il coefficiente di Xi^^ Xt^* ... •r/'» in ^ . 

II. L'equazione che ha per radici i t valori della funzione 

y> = «,'•» a/t ... a/n , 
dove si prendono successivamente per gli a i valori che hanno nei t sistemi 
comuni alle n + 1 equazioni, è 

^^o,o,...,o ^^r|,r„...r,» ^^0,0 

t-2 ^ — ^r.t — "• 



Pisa, 26 novembre 1857 
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XV. 



SOPRA I COVARIANTI DELLE FORME BINARIE 

(D.igli Annali di matematica pura ed applicata^ serie I, t. I, pp. i29-i}4, Roma, 1858). 



1. È noto che i covarianti di una forma binaria 

(1) F(a;,y) = flo^'» + n«ia;^^y + ^^Y-^ ha^r 

sono definiti dalle due equazioni a derivate parziali lineari 

(2) ' 

Se ^Ti , a?2 , ;r3 , . . . , ^n sono le ti radici dell'equazione 

(3) F(^,1)==0, 

per quello che il prof. Brioschi ha dimostrato (^), abbiamo 

odi Jflj <)«»» fei^^k 

supposto essere ^ il grado del covariante if rispetto a* coefficienti della 
forma (1). Onde, se poniamo 

y Tr+ ^^^+ ^^rr""T- * • • + ^rr -^» y ' 

V Dy 7)ari d^r» dXn 

l'equazioni (2) divengono 

«0 



(>) V. i4wna/i di Se. mai. e fis., t. V, p. 207. 
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Ma 

-— = — (^1 -f- .^2 + ... H- ar„) ; 

do 

quindi, accennata con Si la somma delle radici della equazione (3), le equa- 
zioni (2) prendono la forma 

(5) Xi y = , X2 9 ^ Osi . 

Da queste equazioni (5) si deduce facilmente la forma generale seguente, 
data anche da Cayley, per i covarianti di grado 6^ e di ordine m , della 
forma binaria (1): 

(6) (f = ao^ 211 (xr — cT,)*-.» {x — yx^^Yo.u , 

dove col segno // indichiamo il prodotto di fattori della forma Xr — x„ 
e X — yxxi inalzati a tali esponenti che soddisfacciano all'equazioni 

\ «0,1 + «0,2 + • f- ao,n = rn , 

(7) 

cioè i fattori che contengono x debbono essere m q (^ quelli che contengono 
una radice qualunque Xr', Col segno 2 poi indichiamo la somma di tutti i 
tennini di questa specie, che possono formare una funzione simmetrica delle 
radici che non sia identicamente nulla. 

2. Quando m~-(i , facendo y=\ ^ x^=^ Xn+i , è chiaro che y diviene 
un invariante di grado B di una forma di grado w + 1 , alla quale corri- 
spondono le radici Xi ,Xi,Xz,... Xn-^i - Dunque, a ogni covariante di grado 
e di ordine 6 di una forma binaria di grado n, corrisponde un inva- 
riante di grado di una forma binaria di grado n-hl. 

3. Se Tequazione (2) ha / radici Xi.Xt. ..Xt eguali tra loro, saranno 
nulli per qualunque valore delle variabili tutti i covarianti di grado m, quando 
non sarà possibile costruire termini della forma (6), prendendo nulli «1,2, 
«1,3 , . . . , «t-i.f e soddisfacendo all'equazioni (7) ; cioè se non saranno risolubili 
in numeri interi e positivi Tequazioni 

«I,f-Hl -+- «1,1+2 + f- «l,n -f- «0,1 = B , 

«2,(4-1 + «2,(4-2 ' H 1- «2,n + «0,8 = B , 



«(,(+1 + «(,(4-2 H -I- ««,n + «0,1 = ^ » 

«i,(+i + «2,r+i H H- «(+1,(4-2 + «(+i,(+3 H • + «(4-i,n-4-«o,(-i-i= ^ » 

«1,(4-2 + «2,(4-2 + • • • + «(4-1,(4-2 + «(4-2,(4-3 -4- • • • + Of,^2,n'-{-«0,r4-2= ^ , 
«l.n + «2,n H 1- «fi,(4.1 -f- «n,(4-2 H h a„,„_i -f- «0,11= ^ 1 

«0,1 + «0,2 H 1- «o,t+i + «0,(4-2 H •- «o,n = fn . 
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Ora, sottraendo la somma delle prime t equazioni dalla somma di tutte le 
altre, si ottiene 

2«r^.,,e-K2 + 2Qf,4-i,<^3 H- • • • + 2«„_i,n + 2.^0»* =^{n — 2t)e + m. 

È chiaro che questa equazione è impossibile in numeri positivi, se 

(/^ — 2/) 6^ + m < , 
ossia 

/>- + - 

Dunque, se l equazione {^) ha un numero di radici eguali maggiore 

m 
della mela del grado aumentato di — , saranno identicamente nulli tutti 

i covarianti della forma (1), Tper i quali il rapporto dell'ordine al grado 

non è maggiore di — . 

4. Se g^o (c?^ , y) » y 1 (^ ? y) r • • • 7 ye(^ , y) sono covarianti della forma (1), 
tutti dello stesso grado 6 ^x h una radice dell'equazione (3) , e 

j sarà radice di un'equazione 

(9) f{z) = Ao i'- H- Ai /*»-» + • • • + ktn - , 

che avrà i coefficienti funzioni razionali di quelli dell'equazione (3), e le ra- 
dici dell'equazione (3) saranno funzioni razionali di quelle dell'equazione (9). 
Ora, applicando all'equazione (8) le operazioni X» e Xj , avremo, poiché 
X, ^r (^ , 1) = , e Xj ffr (a? , 1) = esi ifr (.r , 1) : 

-7X1^ = 0, e -^y.^z + es,xp-=^{) , 

oZ di 

onde, quando \p{z)=^0 non ha radici eguali, 

Xi(^)=-0, X,(^) = 0, 
e in conseguenza 

Xi Ao = , X, Ai = , X, A2 ::-- , . . . , X, A,H = , 
Xg Ao = , Xg Al = , Xg A2 = , . . . , X2 Atn = . 
Dunque tutti i coefficienti della forma 

Ao-*''» + k,z'*^' y -f- kiZ'"^^ y*-\- f- A,„ y'*» 

sono invarianti. 

Reciprocamente, quando in un'equazione 
(10) /•(^) = To ^ + T, ^» H h T, = , 
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i coefficienti sono tutti invarianti della forma (1), tra le radici dell'equa- 
zione (10) e quelle dell'equazione (3) non può esistere un'equazione irri- 
duttibile : 

(11) xp(2,x) -- j* <po (x , 1) + J^-^ yi (^ , 1) H h(ft(a:,l)-=0, 

senza che le funzioni yo (^ , y) , <fi {^ ^ y) , - * -, (pt (^ , y) siano covarianti 
della forma (1), tutti dello stesso grado. 

Infatti, poiché Xi Tr = , Xj T^ = , avremo 

Xi f (^) = /•' (J) X, ;? = , X, /^ {z) = r (^) X, s -'- ; 
onde, se f{z) = non ha radici eguali, sarà 

Xi^ = 0, X2^ = 0; 
e applicando le operazioni Xi e Xg all'equazione (11), otterremo 

z^ Xi (fo -f- 5*-* Xi g^i H (- X, yt ==^ , 



(12) 

' j' Xj ^0 + -s^» Xj y, H h Xj ift = 0. 

L'equazioni (12) devono coesistere coU'equazione (11), che è irriduttibile ; 
quindi essendo dello stesso grado rispetto a j, o dovranno essere identica- 
mente nulle, non potranno differire dall'equazione (11) altro che per un 
fattore, che sia una funzione intera di x, 

I coefficienti della prima sono rispetto alle radici dell'equazione (3), di 
grado inferiore d'uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); dunque 
la prima equazione non potrà essere identica con questa, e dovrà essere iden- 
ticamente nulla; dunque avremo 

Xi 9r = . 

I coefficienti della seconda sono, in ciascuno dei loro termini, rispetto 
ad X dello stesso grado e rispetto alle medesime radici di grado superiore 
d'uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); dunque la seconda 
equazione o sarà identicamente nulla, e avremo 

X« 9^ = : 

oppure non differirà dall'equazione (11) altro che per un fattore numerico 
moltiplicato per una funzione lineare omogenea simmetrica delle radici del- 
l'equazione (3), e avremo 

X« (ff = BSi(fr . 

Dunque i coefficienti deirequazione (11) sono tutti covarianti dello stesso 
grado 6^, che può essere anche eguale a zero, e abbiamo il seguente teorema : 

Sono invarianti della forma (1) tutti i coefficienti d'un equazione, 
quando tra le sue radici e quelle dell'equazione (3) esiste un equazione 
irriduttibile j che ha per coefficienti covarianti della forma (1) tutti dello 
stesso grado, nei quali sia posta una variabile egicale ad uno, e l'altra 
eguale a una radice dell* equazione (3). Reciprocamente : Se i coefficienti di 
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uìiequaùone sono invarianti della forma (1), ed esiste un'equazione irri- 
dattibile tra le sue radici e quelle dell'equazione {S), i coefflcienti di questa 
equazione saranno covarianti della forma (1), nei quali sia posta una 
variabile eguale ad uno^ e V altra eguale a una radice dell'equazione (3). 
5. Se F, F', Fg, F3 , ... , Fn sono le funzioni di Sturm relative all'equa- 
zione (3), si ha per il teorema di Sylvester, 

Fr = «0*^''-*^ ^Tl'^ (^i , Xi , ... , Xr) {X — Xf^^ {x — Xr^i) ... (x — Xn) , 

dove con n{.Xi , X2 , ... , Xr) rappresentiamo il prodotto di tutte le differenze 
delle radici Xi ,Xt, ... ,Xr dell'equazione (3); e ponendo 

F^ -^ TrX''-'' -h F'rX^-'''-' -f- P/'^'^'--* -\ 1- ?/"-'•> , 

abbiamo 

Pr* F^^g = Qr F^^.1 — PV-Hi Fr , 

essendo 

Q, = P, Pr^, X + PV Pr^i — PV^l Pr • 

Quindi per la determinazione dei quozienti Q^ basta conoscere espressi in 
funzione dei coefficienti di F i primi due termini delle funzioni F,.. 

Il primo coefficiente Pr è eguale al coefficiente del prin^o termine del 
covariante 

^^t(r-i) v/y2 (^^^ ^^ _ ^^) (^ _ ;rr^,)«(r-i) (^ _ ^r^,)«('-i> ... {x — XnY''-'' > 

Dunque : il coefficiente del primo termine dell'r^'^^^ funzione di Sturm 
è eguale al coefficiente del primo termine di un covariante di grado 
2 (r — 1) e di ordine 2 (r — 1) {n — r). 

Il secondo coefficiente PV si deduce facilmente dal primo, mediante 
l'operazione 

Xg = X,^ —- + Xz^ — - H h Xn^ TT- + ^i ;rr 

l^Xi òXt ùXn odo 

= nai h{n — l)at -^ -+-{n — 2) a^ 1 \- an r 

Infatti, abbiamo 

Vr^a,'''-''2n*{x,,X2,...,Xr). 
e quindi 

X2Pr = 2(r— l)ao*'''->^-'^/7'(.2?i,^2,...,^r)W^i + ^2H \-Xn)-hnax^ 

= — 2{r—\) ao^'"'' ^/7« (a:, , J^g , . . . , Xr) {xr^i 4- ^r^,H \- Xn) ; 

ma 

P'r = — flo*^''"*^ ^n^ (Xi.Xi,..., Xr) {Xr^i + ^r+2 H h Xn) ] 

dunque 

^'••= 2(r-l) ^*^'- 

21 
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Applicando alla funzione F^ Toperazione 

Xi = «0 -— + 2^1 — - H f- 7ian-i — y — 

___2__J^ J JL 

è chiaro che avremo 

X,F, = 0; 

quindi tra i coefficienti successivi di Fr esistono le relazioni 

X,Pr = 0,X,PV = (^i-r)P,,X,P/' = (yz-r-l)PV,... 

Xi P/'^'-> = P/'»-'--»> (I). 

Pisa, 21 aprile 1858. 

(1) Nella Memoria originale erano sfuggiti parecchi errori gravi, che furono corretti 
in questa ristampa. Di conseguenza fu modificato lievemente qua e là il testo primitivo 
per rendere le dimostrazioni rigorose ed intelligibili. 

V. C. 
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XVI. 



SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE SOLUZIONI COMUNI 
A PIÙ EQUAZIONI ALGEBRICHE 

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie I, t. I, pp. 193-204, Roma, 1858). 



Le funzioni razionali e simmetriche delle soluzioni comuni a n equa- 
zioni algebriche con n incognite sono esprimibili per funzioni razionali dei 
coefficienti dell'equazioni. Ma, quantunque si conoscano più metodi proposti 
da Waring, Poisson, Jacobi e altri, seguendo i quali è possibile la determi- 
nazione di queste funzioni, la complicanza dei calcoli che essi richiedono, ha 
impedito finora di darne la forma generale, come fu fatto da Waring per le 
fimzioni simmetriche semplici delle radici di una sola equazione ; e di trovare 
relazioni tra gl'indici rispetto ai coefficienti e il grado e gl'indici rispetto 
alle radici, analoghe a quelle che il mio amico prof. Brioschi ha dimostrate 
nel caso di una sola equazione (*). L'importanza di questi problemi nelle 
teoriche dell'eliminazione, e dei combinanti di un sistema di n funzioni ra- 
zionali omogenee di /i + 1 variabili mi ha indotto a tentarne la soluzione, 
che ho ottenuta, valendomi di un sistema di equazioni a derivate parziali 
lineari simultanee, le quali devono essere soddisfatte da un sistema qua- 
lunque di soluzioni comuni a n equazioni algebriche con n incognite. 

1. Siano n equazioni algebriche di grado m con n incognite: 
Fi -.. ;^N,. ,, ...,, (ri, r„ ... , Vn), Xn"^-'^ x'^:* . . . x'r^ -^^ ----- , 

F« =' ZNrt r. ... rn (r„ r., ... , rn)t Xn"^'^ ^^LT' • • • x\--'''- = , 



(1) 



Fn = y Nr, r, ... rn (^u ^2, ... , r,»),. OTn'"-'*» x^^^,'* . . . ar^**-»"^" = : 



(») V. Annali di Se. mat. e fi$., t. V, p. 313. 
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dove il segno sommatorio deve estendersi a tutti i valori interi e positivi 
di ^1 , r^ , . . . , rn , pei quali si ha : 

(2) Tu ^ n»-i <. rn-t < < rj < ri < w , 

e 

.3^ N L2-3... ^ 

W ^r, r, ...rn - i,2...{m — r,).1.2...{ri — r,)....1.2....(r,.., — rn).1.2...rn 

Chiameremo indice totale del prodotto di più coefficienti deir equazioni (1) 
la somma degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per le rispettive 
somme dei loro indici ; e indice parziale t"^^^ la somma degli esponenti di 
tutti i fattori moltiplicati per i rispettivi indici /***•*•'. 

2. Affinchè una funzione razionale e intera dei coefficienti dell'equazioni (1) 
sia omogenea e d'indice rispetto all'indice totale, è necessario e sufficiente 
che sia 

(4) Z(ri + r, + ... + rn)(n,r,,...,r.), J^^ 7T = ^^'^ 

e perchè sia omogenea e d'indice y rispetto all'indice parziale t^'^^^ , è ne- 
cessario e sufficiente che si abbia 

(5) X^t (rn r, , . . . , rn)s . J"^ -y = ^ff- 

3. Prendiamo le operazioni 

(6) ^t,u =y(ru—ru^i){ri , ... , r„ , r^+,+ 1 , r„+24- 1 , ... , n-f 1 , n^i ,..., ^n)*T7— ZT , 

o\ri,rt,,„,rn)9 

(7) Ju,u -=2.(ru—ru^i){ri , r, , ... , r J, ^. ^ -r , 

(8) ^/u,t =2!(^''— ^<-^i)(^i » - » ^ « 1 ^MH-i— 1 , r„.2— 1 , ... , ri—l , r,-,i , ... , rn)s-r7-—r — — T i 

nelle quali t <Cuj il segno sommatorie deve estendersi a tutti i valori interi 
e positivi di ri , ri , . . . , Tn , che soddisfano alle condizioni (2), e a tutti i 
valori di s compresi tra zero e /i -f- 1 , e si deve porre r© = w , r„^-i = 0. 
È chiaro che se f è una funzione omogenea e d'indice rispetto all'in- 
dice totale, ^v,io f sarà omogenea e d'indice 6 + v — w rispetto all'indice 
totale ; se è omogenea e d'indice (f rispetto all' indico parziale q^*^""^^ ^v,wf 
sarà omogenea e d' indice (f -^1 ,(f ,(f — 1, rispetto al medesimo indice, 
secondo che w<ÌQ<C^-+-^^Q maggiore del maggiore o minore o eguale 
al minore dei due numeri v e w, oppure v <iq<CiO'-}-l . 

4. Se poniamo nell'equazioni (1) invece delle incognite le rispettive fun- 
zioni irrazionali dei coefficienti, che costituiscono uno dei sistemi di solu- 
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zioni comuni, avremo un risultato identicamente eguale a zero. Quindi, se 
effettuiamo, dopo aver fatta questa sostituzione, una dell'operazioni (6), (7), (8) 
sopra il primo membro di una qualunque dell'equazioni (1), avremo identi- 
camente zero; cioè, operando col simbolo (6) sopra F,, otterremo 

ossia 

(9) ZN.„....,„ {r„r ,r„).a:r'' af-;'...a:^--'-j(r,-r,.,)f!=^ + 

Operando con i simboli Ju,u , ^«,i avremo in modo analogo 

(10) VN,,r....r„ (r, , r, , ... , r„),^r" ^IÌLT' ...d;^-'"'" j r» — r„^x -+- 

(11) XN,.......,(r,,r„...,r„).<-" ar^T* •..<"-'-'" j(^«-r«.Or==-' + 

+ Z(/-.-r...)^^=^^^^=^! = 0. 

Se diamo ad s successivamente i valori 1 , 2 ,...,;} , da ciascuna delle 
equazioni (9), (10), (11) abbiamo n equazioni lineari conn incognite, le quali 
sono, per la prima, gli n valori Jt,u^n-^y per la seconda, gli n valori 
^u,u oCn-M ; per la terza gli n valori J^^t ^n-u ; quindi esisterà un sol sistema 
di valori per queste incognite, il quale sarà dato, come è facile a verificarsi, 
dalle due equazioni 

(12) Jt,u Xn-p = , Jt,u ^n-t = ^M-u 1 

dove p non è eguale a t. 

Quando t = n, all' equazioni (12) bisogna sostituire 

e quando w — n, alla seconda dell'equazioni (12) bisogna sostituire 

(14) An^fi-i4 = — 1, 

e quando t = u = n, bisogna prendere, invece della prima, l'equazione 
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5. L'equazioni (12), (13), (14) e (15) danno un sistema di equazioni a 
derivate parziali lineari e simultanee, che debbono esser soddisfatte da tutti 
i sistemi di soluzioni comuni all'equazioni (1), e del quale è un caso parti- 
colare il sistema delle prime tre equazioni date da Baabe (^ per le radici 
di una sola equazione. Infatti ponendo n=l, l'equazioni (14), (12), e (13) danno 

^0,1 ^1 = > rar^i —— =— 1 , 

^0,0 .2^1 = y {m — r) Or Z—^ = — .Ti , 

^uo '^i = Z (^—'0 «r+i —^=a;i^; 

Odr 

le quali coincidono con quelle date da Kaabe e da Brioschi (^), se prendiamo 
l'equazione sotto la forma 

do X"^ + mdx X"^'^ + ^^?~ di X"^^ + - + flfm = 0, 



e osserviamo che 



^ rridr = , 



perchè le radici sono omogenee e di grado zero rispetto ai coefficienti ; con 
che la seconda delle precedenti equazioni diviene 

> ^'«r r — = Xx , 

'"^ ùdr 

la quale è data ancora dall'equazione (15). 

6. n sistema di equazioni (12), (13), 14) e (15) equivale al sistema 

^lOj Xn - y^ , ^«-, - y^ , ... ^^^- y^ ' 

(17) ^i.uyn-p = 0, 

(18) Jt,u ì/n-t = — yn-u ; 

dove leu hanno qualunque valore intero e positivo non maggiore di w, e J9 

è differente da /. Dunque, se prendiamo l'equazioni (1) sotto la forma omogenea 



(1) V. Creile, voi. XXVni. 

(•) V. Annali di Se. mot, e fis., t. V, p. 119. 
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Tequazioni a derivate parziali, che dovranno essere soddisfatte da un sistema 
qualunque di soluzioni comuni 

y » y 1 » ••• 1 y n » 

saranno le {n~hiy che si ottengono dalle (17) e (18), dando a t, u, jo, 
tutti i valori interi e positivi non maggiori di w. 

7. Sia 

(20) R-^yPpy,ft-Py,P 

la risultante delle funzioni (19) quando vi si riguardino variabili soltanto 

y2 , ya , yi , .... , y« - 
Il primo coefficiente Po è evidentemente la risultante delle funzioni (19), 
dove si è posto yo = ; quindi non potrà contenere i coefficienti delle fun- 
zioni (19) che hanno l'ultimo indice differente da zero. Dunque Pq sarà omo- 
geneo e d' indice zero rispetto all'ultimo indice parziale. 

8. Se poniamo in R invece di yi e y^ i valori corrispondenti che fanno 
parte di uno qualunque dei sistemi di soluzioni comuni alV equazioni (19), 
abbiamo zero per risultato; dunque avremo anche identicamente zero, ope- 
rando sopra R, dopo questa sostituzione, con uno qualunque dei simboli Jt,u ? 
e sarà 

= Jyi^-p yop (^H,n-i Pp — (^ + 1) Pp^i) == , 

Questa equazione dev* esser soddisfatta da tutte le radici dell* equazione (20), 
ed è dello stesso grado; dunque o dovrà avere il primo membro identica- 
mente nullo, i suoi coefficienti dovranno essere proporzionali a quelli del- 
l'equazione (20); ma questa ultima condizione non può yerificarsi, perchè i 
coefficienti delle due equazioni sono di grado eguale rispetto ai coefficienti, ma 
differenti rispetto all'ultimo indice ; dunque dovrà aversi necessariamente 

(21) Pp^i = -^ ^„,n-i Pp , ^n,«-i Po = ; 

e quindi tutti i coefficienti di R si dedurranno dal primo, mediante la sola 
operazione //„,»-! ripetuta più volte ; e poiché questa operazione aumenta di 
uno l'ultimo indice, tutti i coefficienti Pp saranno omogenei e d' indice q 
rispetto all'ultimo indice parziale. 

9. L'ultimo coofficiente Pe è la risultante delle funzioni (19), nelle quali 
sia fatto yi = ; dunque tutti i coefficienti delle funzioni (19) che compa- 
riscono in esso, hanno i due ultimi indici eguali, e quindi, essendo omogeneo 
e d' indice B rispetto all'ultimo indice, sarà anche omogeneo e d* indice 6 
rispetto al penultimo indice. 
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10. Operando sopra R con Jn-\,n abbiamo 

X^i""^ yo? ^n-i,n Pp - 2; (^ - ^) Pp yi'-p-* yoP"^ 

= ;^ (./^,,,, Pp _ (^ _ ^ + 1 ) Pp.,) y,e-P y,P ; 

onde, con osservazioni analoghe a quelle fatte di sopra, si deduce 

(22) Pp-i = I . '^n-l,n Pp 1 -^w-^n Po = 0. 

Dunque tutti i coefficienti di R si deducono dall'ultimo, per mezzo delFope- 
razione ^n-i,n ripetuta ; e poiché questa non muta altroché gli ultimi indici, 
tutti i P saranno omogenei e d'indice 6^ rispetto al penultimo indice. 

11. Effettuando sopra R l'operazione //<,u, dove t ^ u sono differenti 
da » e da » — 1, abbiamo 

Zyi^?yoPAnPp = o, 

onde si deduce come sopra 

(23) ^,,„Pp = 0, 

e quindi 

DP 

{Juu^u.i—Ju,t^UH)V^-=^-y{rt—rt^i—rn-\-r^i) (ri, r^,...,/-^), . ^ P r- =rO. 

Da questa equazione, perciò che abbiamo detto in principio (n. 2), si deduce facil- 
mente Tomogeneità di Pp rispetto agi' indici {n — 2)***'"^, (n— 3)"*'"'*, ... 2% 1*», 
e indicando quest'indici di Pp rispettivamente con /n,«*n-i» in-f-U^ix, e 
con (f il grado di Pp rispetto ai coefficienti delle funzioni (19), si ottiene 

m(p — 2ti -+-Ù = , 
il — 22*2 +4 =0, 



2/n-2+er,.i=0: 



quindi osservando che tn-i = ^, si deduce che i^^i , in-t , ... ti , mg> formano 

........ wcp — . nO 

una progressione antmetica la cui ragione è -^ — —- ; ma sappiamo che q>= — , 

come anche dimostreremo alla fine di questa Memoria, onde avremo 

il — (n — 1)6, ii = (n — 2)e, /„_2 = 2d, /n-i = ^, in = Q> 

Dunque tutti i coefficienti della risultante sono omogenei e d'indice eguale 
al medesimo multiplo di 0, rispetto a un indice parziale qualunque, purché 
non sia l'ultimo, e rispetto a questo sono pure omogenei e d'indice eguale 
al rispettivo indice che loro conviene come coefficienti d'una forma binaria 
ordinata per le potenze crescenti di yo- 

12. Operando sopra R con Jn.t^ abbiamo 

^n,t B = Zyi^ fjo^ ^n^t Pp — Z? P? yi^p yop-' yn^t = 0, 
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onde si ricava come sopra 

e sostituendo i valori (16), 

Questa formula dà i valori di tutte le incognite in funzione razionale 
del valore corrispondente della sola incognita Xi . 

13. Sostituendo in R il valore di yi dato dall'ultima dell' equazioni (16), 
e dividendo per y^^, abbiamo 

(25) ^Pp ^1^-? = ; 

e questa sarà Tequazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le inco- 
gnite, fuorché Xi, dall'equazioni (1), e darà tutti i valori di Xi, che fanno 
parte delle soluzioni comuni all'equazioni medesime, e avremo 

(26) _x,- p^-- p^ 

intendendo che il segno sommatorio debba estendersi a tutte le radici del- 
l'equazione (25). 

14. Operando « volte successivamente sopra i due membri dell'equa- 
zione (26) col simbolo ^,,,n-i , e rammentando l'equazione (13), otteniamo: 



(27) 



-^^^ - L2.3 .... (« — 1) ^-.--1 V Po j 



Questa formula dà la somma delle potenze simili, di grado qualunque a, 
delle radici dell'equazione (25) in funzione razionale dei coeiScienti, e non 
ditferisce altro che nella forma da quella data da Waring. 

15. Se operiamo sopra l'equazione (27) a, volte successivamente col sim- 
bolo ^/„,n-2 , «2 volte col simbolo ^n,n-3 » ... , «r-I volte col simbolo ^n.n-r 1 

e rammentiamo l'equazione (13), avremo : 



\a a, 
V^u; , X^ X^' 



^3 



1 






1.2.3...(a-4-ai+a2+-+«r 
dove il segno sommatorio deve estendersi a tutte le soluzioni comuni del- 
l'equazioni (1). 

Questa formula dà tutte le funzioni simmetriche semplici delle soluzioni 
comuni all'equazioni (1) in funzione razionale dei coefficienti di queste 
equazioni. 

È chiaro che il secondo membro della formula (28) sarà una frazione 
che avrà per denominatore Po', essendo cr = a + «i -+- - +- a^-i , e avrà 

22 
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per numeratore una funzione omogenea dei coefficienti di grado eguale al 
grado (f di Po moltiplicato per o*, la quale sarà inoltre omogenea e d'in- 
dice cr rispetto al penultimo indice parziale, omogenea e d'indice cró^ + cr — a 
rispetto al penultimo indice, d' indice ^ati + 0* — a — «j rispetto air anti- 
penultimo indice, e così discorrendo. 

16. Se distinguiamo con indici posti superiormente alle lettere i valori 
dell' incognite corrispondenti ai differenti sistemi di soluzioni comuni all'equa- 
zioni (1), avremo dall'equazione (25), rammentando l'equazione (21) , 

(29) 2^x,x,x, ...^i -( l)p^- i.2.3....r.P, 

Applicando a questa equazione successivamente le operazioni^„-i,„-2,.'/n-i,n-si... 
-^^i,n-r» © rammentando l'equazioni (12) e (23), avremo 

(30) ^^/ ^/' ... :r/«> x^'^^'' ... ^,^*'^ ;r3^*^*/^ ... x-s'""*' ... x,''' 

~^ ^ 1.2.3...r Po 

'dove il segno sommatorie deve estendersi a tutte le disposizioni dei B indici 
superiori r a r. È chiaro che il numeratore del secondo membro della for- 
mula (30) sarà omogeneo rispetto ai coefficienti dell'equazioni (1) e di grado 
eguale al grado y di P©, e sarà omogeneo e d'indice r rispetto all'ultimo 
indice, d' indice B + r — a rispetto al penultimo, d' indice 26 + r — «i ri- 
spetto all'antipenultimo, e così discorrendo. 

17. Prendiamo la funzione sinmietrica multipla 

O -^— y U/ . iCa ... X^ U/. Xa ••• X^ X. Xa ••• x^ .... , 

dove il segno sommatorie deve estendersi a tutte le differenti permutazioni 
degl'indici superiori; e sia 

cr = «1 + «, + .-. + a^ > ^j + ^, H ^. ^^ > yj 4- y^ + ... 4- y^ > .... 

a» -+- /?2 4- y, + - -= tpt , 
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Il eh. sig. SohUflì ha dimostrato (') che 
(31) S-^. 

dove F è una funzione razionale, intera e omogenea dei coefficienti dell'equa- 
zioni (1), di grado <ry, essendo y il grado del primo coefficiente P© della 
risultante (25). 

Ora so poniamo 

D„ = yr„ (r.. r, , ... , r„). ,(,.,„'*....,,„). ' 
è chiaro che, a cagione dell'equazioni (7) e (12), aTremo 

quando u non è eguale ad ?i ; e a cagione dell'equazioni (7) e (15) 

J — D — V^^'^ ^ , 

dove il segno sommatorie deve estendersi anche a tutti i valori di p interi e 
positivi minori di w. 

Applichiamo gli operatori Ju,u , ^n,n al primo membro dell'equazione (31), 
ed avremo 

Applichiamo gli operatori rispettivamente equivalenti ai precedenti, cioè 
D,4 — D«+i e D,», al secondo membro, e avremo risultati eguali; onde 

^" p a ^«+1 p (, — V'k p a ' ^** p <j — P a ' 

-to *^o -"^o -t -to 

Ma, per ciò che abbiamo dimostrato (n. 11), e per la formula (5), abbiamo 

Dn Po -^ <^ , D,, Po = uOVo, 
essendo 6 il grado della risultante ; dunque 

D„ P — Du^, F=={(fd — iiu,) F , D« F --= V^F ; 
dalle quali si deduce : 

D„F =V'F, 

D„_iF=^((rd +tp — tp,)F, 

Dn-2 F -- (2(rd 4 V; — i/'i — i^t) F , 



le quali, rammentando la formula (5) e il teorema di Schlàfli, danno il seguente 



(1) V. la Memoria, Ueber die Resultante eines Systemes mehrerer algeòraiscken 
Gleichungen nel t. IV, p. 2* delle Denkschriften der k. Ak. der IViss.-rJfath.'natrtris- 
senschaftliche Classe di Vienna, 1852. 
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Teorema. Una funzione S simmetrica multipla delle soluzioni comuni 
all'equazioni (1) è eguale a una funzione razionale dei coefficienti, che ha 
per denominatore una potenza (S del coefficiente Pq del primo termine della 
risultante (25), essendo o" il massimo numero di fattori collo stesso indice 
superiore, che compariscono nei termini di S; e che ha per numeratore 
una funzione F intera e omogenea di grado cry, essendo (p il grado di Pq ; 
e inoltre F è, rispetto all'ultimo indice parziale, omogenea e d* indice eguale 
al grado di S, rispetto al penultimo indice, è omogenea e d'iìidice eguale 
a od più il grado di S rispetto a tutte le incognite fuori che Xx ; rispetto 
all'antipenultimo indice, è omogenea e d'indice 2<rd più il grado di S 
rispetto a tutte le incognite tranne Xx e Xt\ e così discorrendo, 

18. Tutte le funzioni simmetriche multiple, si deducono anche per mezzo 
delle operazioni ^^.u, dalle funzioni simmetriche della forma 



i^ 



X^ X^^'X^ .... pjy 

in ciascun termine delle quali sono differenti tutti gì* indici superiori e infe- 
riori. Infatti, se 

^ = ^' + /?' + /9'" + ... + ^(*) 



ayremo 



(32) Y_< < ••'< < < '•■<' •••• 

— ^tt-l,n-t '^'n—i^n— 3 ••• ^ n-l,n-r "^n— t,n— l ^n-~2,n-3 '" /i-2,n— « 



••© 



a(a-l)...(a-a'-f-l)//(/?-l)...(/y-^''+l).... 

19. Per determinare il grado rispetto a ^i e il grado q> rispetto ai 
coefficienti dell'equazioni (1), della risultante (26), osserviamo che quando 
n = 2, abbiamo 

e = m* , (f = 2m. 
Ora, supponiamo sia dimostrato che quando Tequazioni sono in numero 
di w, e=zm*', (f=znm^^^ e dimostriamo che quando Tequàzioni saranno 
n + 1, avremo 

e = w"-^», y = (n + 1) w^ 

Siano le w 4- 1 equazioni algebriche di grado w con w + 1 incognite 
A (^1 , xt ,..., x^^x)=^r, r....r^^, (r, , r, ,..., r„^i), x'^Z' x^^^'^ ... <-"^-^» = : 
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la equazione fìuale risultante dalV eliminazione di tutte le incognite meno Xn-^\ , 
sappiamo essere 

(33) /7A^i(^'i,^'2,...,^'n)--0; 

dove n indica il prodotto di tutti i valori che prende fn^\ quando si pon- 
gano successivamente per le incognite gli m^ sistemi di soluzioni comuni 
all'equazioni, 

A=-0, A = 0,...,A = 0; 
dove t/'„^i si riguardi come conosciuta. È chiaro che i coefficienti di queste 
equazioni, in tale ipotesi, contengono Xn-^i^ e se le scriviamo sotto la forma 

(34) f,= 1N,„....,„ (r., r, ,..., r„), <-"' x^i::;' ... ^;--^- = ; 

il grado dei coefficienti rispetto a Xn-^x sarà eguale all'ultimo indice. Ora il 
prodotto (33) è composto di termini tutti di grado w^ rispetto ai coefficienti 
dell'equazione fn-^i = 0, moltiplicati per funzioni simmetriche di soluzioni 
comuni alle equazioni (34), le quali non contengono più di m indici supe- 
riori eguali e quindi sono eguali a una frazione il cui denominatore è Po*^, 
indicando con Pq il primo coefficiente della risultante dell'equazioni (34), e 
il numeratore è rispetto ai coefficienti dell'equazioni (34) di grado eguale 
a m volte il grado nw**~* di P© , ossia è eguale a nm'' ; onde tutti termini 
del prodotto (33) sono frazioni il cui denominatore è P©"* e il numeratore è 
di grado m*''-\-nm'\ ossia {n-\- \)m'\ Dunque la risultante (33), moltipli- 
cata per Po*^, sarà intera e omogenea di grado (/*+ \)m^ rispetto ai coeffi- 
cienti dell'equazioni. 

Gl'indici poi di queste funzioni simmetri<5he sono, rispetto all'ultimo 
indice parziale non superiori al proprio grado cioè ad w**^S onde rispetto 
a Xn-^\ la risultante sarà di grado w**-^*. 

Ora è noto che per n = 2, si verifica che B = w**, <f ~ «w"-* ; dunque 
si verificherà qualunque sia n ; e così sono dimostrati i teoremi di Bezout e 
di Eulero in generale, nello stesso modo che si tiene per dimostrarli nel caso 
di due sole equazioni. 

Pisa, 15 giugno 1858. 
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XVII. 



SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE RADICI 
DI UNA EQUAZIONE (0 

(Dagli Annali di matematica pura ed appìicata, serie I, 1. 1, pp. 323-526, Roma, 1858). 



Rappresentiamo con yp*l'p^* — •i^r'') ^^ partizione di un numero n in ni 

parti eguali a pi , ;ì2 eguali ajOi, ... , Ur eguali a jo^, nella quale jOi >jOi>->jE>r. 
Per esempio, usiamo la notazione (5* 3^ P) per indicare che il numero 21 
è stato decomposto nelle sette parti: 

5, 5, 3, 3, 3, 1, 1. 

La partizione (pi ^2 ...jOr) è di ordine maggiore della partizione (j'ij'2...yr) 
dello stesso numero, se j^i > qi , oppure se pi- q\ e pt^qt , oppure se Pi=qi , 
j9j = y, e pa > g'3 , e così discorrendo. Per esempio, l'ordine della partizione 
(6 4 3*) è maggiore dell'ordine della partizione (6 4 3 P) dello stesso numero 16. 

Si dice coniugata della partizione 

(1) (K>;'' •••?"') 

l'altra partizione dello stesso numero 

È chiaro che reciprocamente le partizione (1) sarà coniugata della (2), e che 
il numero delle parti in una è eguale alla maggiore delle parti delFaltra. 
Saranno coniugate, per esempio, le due partizioni (6 3' 2*) e (5* 3 P). 

Se disponiamo tutte le differenti partizioni di un dato numero in ordine 
decrescente, e quindi ne prendiamo successivamente le coniugate, queste risul- 
teranno disposte in modo che nessuna conterrà più parti delle precedenti, e 
quelle che contengono uno stesso numero di parti compariranno in ordine 
crescente. Per esempio le partizioni del numero 6, disposte in ordine decre- 
scente, saranno 

(6) (5 1) (4 2) (4 P) (3*) (3 2 1) (3 P) (2^) (2« P) (2 P) (P) ; 



(1) Rivista bibliografica della Memoria di A. Cayley dal titolo, A A/etnoir on the sym- 
metric fonctions of the roots of an equation, Phil. Trans, of the Roy. Soc. of London, 
t. 147, pp. 489-496. 
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e per le rispettive coniugate, avremo 

(P) (2 V) (2« P) (3 P) (2^) (3 2 1) (4 P) (3«) (4 2) (5 1) (6). 
Data uaa equazione algebrica : 

le cui radici siano Xi, Xt^ ... , Xm ; chiameremo combinazione appartenente 
P\ Pi*'"Pr )' ^ semplicemente combinazione yp^^p^\.,p/) , 

n n n 

il prodotto dp^^p* "- dp'"' 

È chiaro che le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di uno 
stesso numero n saranno tutte d'indice eguale ad n. 

Chiameremo funzione simmetrica appartenente alla partizione {piPt-.^Pm)^ 

semplicemente /'w/^J/6>/^^ 5mwz^/r/^a (jo,j92...pm), la funzione / ^/^/••••^«T, 

dove il segno sommatorie deve estendersi a tutte le disposizioni differenti 
delle radici. 

Le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di un dato numero n 
sono tutte esprimibili linearmente, in un sol modo, per le funzioni simme- 
triche appartenenti alle partizioni dello stesso numero n; e reciprocamente; 
le funzioni simmetriche sono esprimibili linearmente, in un sol modo, per le 
combinazioni. 

Per ottenere una combinazione [mP{m — 1)^...2*P] espressa linearmente 
per le funzioni simmetriche, bisogna svolgere il secondo membro dell'identità : 

a[ al .... a^i«^ = ( -"^O' {Jj^i^t)' •••• (y^i^i ...^«i-i)'(y^i^2...^m)'; 

ed è facile a vedersi che avremo primieramente, col coefficiente 1, la fun- 
zione simmetrica: 

la quale appartiene alla partizione [(p -f- j' H h s + 0(/^ "+- ? H J-*)— 

{p H- q)p'\ coniugata a \m^{m — 1)^ ... 2* P]; e quindi avremo altre funzioni 
simmetriche appartenenti tutte a partizioni del medesimo numero, ma di 
ordine inferiore alla partizione [Qo + j'H — -l-/)(p+?-f- — l-5)...(p + q)p\ 
e che contengono un numero di parti differenti non minore del numero delle 
parti di questa. Così a% a^^ che appartiene alla partizione (3 1'), conterrà, 
col coefficiente 1, la funzione simmetrica appartenente alla partizione coniu- 
gata (4P), e quindi, con altri coefficienti numerici, le funzioni simmetriche 
(321), (2'), (3P), (2*P), (2P), (P); ma non conterrà (3«), perchè sebbene 
di ordine minore di (4P), ha però un numero di parti differenti minore. 
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Avremo dunque 

dzai^ = yjci* xtxz + a, y^Ti' x^^xz + cTj y^Ti* x^x^^ + «3 ^a?i' 0:2*0:30:4 

+ «4 y^i* ^« ^^ ^* ^!^ + ^5 yjc\ Xi Xz X4 Xs Xe . 
Se indichiamo rispettivamente con 1, 2, 3 , ... , fi le fi partizioni diffe- 
renti di un dato numero n, disposte in ordine decrescente, con Cr la combi- 
nazione e con Sr la funzione simmetrica appartenente alla partizione r, avremo 
in generale 

(3) Cr = Sr' -f- Clry^i Sr'-^i + «r,r'-t-2 ^r'-hZ + "• + tìfr,a-i Sa-i + fl^-,a Sa , 

dove / indica la partizione coniugata alla partizione r, e saranno nulli i 
coefficienti numerici delle funzioni simmetriche appartenenti a partizioni, che 
contengono un numero di parti minore del numero di quelle della partizione r\ 
Dando, nella equazione (3), successivamente ad r i valori fi, fi — 1,...,3, 
2, 1, avremo fi equazioni lineari, ciascuna delle quali conterrà, col coefficiente 
eguale ad 1, una funzione simmetrica più della precedente : quindi, risolven- 
dole rispetto alle funzioni simmetriche, otterremo altre fi equazioni con i 
coefficienti interi e della forma 

(4) Sr ^ C/ + bry-i Cr'-, 4- èr,r'-2 Cr'-2 + - + *r.2 C, + *,,i C, ; 

ed anche in queste le partizioni r ed / sono coniugate, e sono nulli i coef- 
ficienti numerici delle combinazioni appartenenti a partizioni che contengono 
un numero di parti differenti maggiore del numero di quelle della partizione /. 

Per avere le combinazioni espresse linearmente per le funzioni simme- 
triche, e reciprocamente, le funzioni simmetriche espresse per le combina- 
zioni, non rimane altro che a determinare in generale i coefficienti numerici 
dell'equazioni (3) e (4). 

Il sig. Cayley ha dato, in 18 tavole, i valori dei coefficienti nume- 
rici ar,8 © àr,8 per 1© combinazioni e per le funzioni simmetriche appartenenti 
a tutte le partizioni differenti dei numeri non maggiori di 10, ed ha fatto 
l'importante osservazione che tra questi valori si verificano le relazioni 

Io dimostro queste relazioni di simmetria nel modo seguente. 
Prendiamo le due equazioni : 

1 — UiX-h diX^ — «3 ^^ -+- ••• it: «ni ^"* == , 

^•n_ J^ ^m-1 ^ ^^ ^m-2 _ J^ ^m-3 _^ ... -^ J^ ^ q. 

La risultante sarà espressa da 

R = (1 — UiXi-^aìXi* — - =t Um ^i^) (1 — UiXz-h Ut Xt^ — '" ± am Xt"")... 
(1 — a^Xfn'^atXm*—'^ Qm^) 

= (1 — *iyi + *,yi* — - =t bmyr) {l — hyt + b^y^^— - =t: b^yry.. 
(1 — *i ym -h *t ym* — - =t bmyZ). 



— 177 — 

dove Xi, Xt, ... ,Xfn e yi , yg , ... , y^ sono rispettivamente radici delle due 
equazioni 

(5) ^*" — b, ar»»»-^ + h af-^ — - ±: *^ = , 

(6) y»» — a, y"»-^ + Ut j/"""' — - zt tì5m = . 

Ora le due espressioni della risultante R sono identiche; quindi le 
somme dei termini omogenei in indice rispetto ai sistemi di coefficienti del- 
l'equazioni (5) e (6) dovranno pure essere identiche, e avremo 

= *nlK + *n-i *i l^r' y» H h *: Zyi y, ... yn ; 

e se indichiamo con Ci , C, , ... , C^u le combinazioni ; con Si , Sj , ... , S^ le 
funzioni simmetriche relative ali* equazione (5) ; con Ki, Kj , ... , K^ le com- 
binazioni, e con Ti , Tj , ... , T^ le funzioni simmetriche relative air equa- 
zione (6), tutte disposte in ordine decrescente, rispetto alle partizioni del 
numero n, alle quali appartengono, avremo in generale 

ì 1 

Sostituendo i valori di Er e di Cr dati dall'equazione (3), e quindi i 
valori di Tr e Sr dati dall'equazione (4), otteniamo le due equazioni 

2;flfr,,T,Sr=X«,,rT,Sr, 

le quali dovendo essere identiche, danno 

come volevamo dimostrare. 
Firenze, luglio 1858. 
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XVIII. 
SOPRA I COMBINANTI 

(Dagli Aimali ili matematica pura ed applicata, serie I, t. I, pp. )44-)48, Roma, (858). 



(1) 



Un combinante di un sistema di n forme con /^ + 1 indeterminate 

è una funzione razionale omogenea delle indeterminate e dei coefficienti 
(ri ,r2 ,..•» ^n)« , che è covariante o invariante simultaneo di tutte le forme del 
sistema (1) e gode la proprietà di riprodursi moltiplicata per una potenza 
del determinante 

d = ^ {± fin fili ... finn) » 

quando in luogo dei coefficienti del sistema (1) si pongano quelli del sistema 

Fi = fin fi H- fi\% ft + ••• -\- filn fn 1 
F2 = fi%\ f\ -f- fi^% f% -f- ... + filn fn » 



^n = finìfl'-\- fim A H ^ finn fn • 

Quindi, affinchè una funzione E sia un combinante è necessario e sufficiente 
che soddisfaccia alle due equazioni 

(2) d^ K [...., (ri, r,,...,rn),,....] 

=K [...., fisi (ri, r, ,..., rn)i -f- fist (ri, r, ,..., r„), H h fisn {tu r« ,..., rn)n , ] 

(3) Dl*K [.... , (ri , r, , ... , rn)t , ... , i?o , r;i , ... , tj^'] 
= K [.... , (ri , r, , ... , rn)s\ ... , yo , yi , ... , yn] , 



(1) Per le notazioni vedi, Annali di mat. pura ed appi, 1. 1, p. 193 (od anche p. 163 
di questo volume). 
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dove V e fx sono numeri interi, e tj, (r^ Vt ,..., r,,)/ e D sono detenninati dal- 
l'equazioni : 

»?r = CCro I/o + «ri ì/i "f- «rj !/i + "" + «r/i !/n , 

=- ZNr.r....rn(^'l , ''2 ... r.)/ yj?"''' /^Ll''' ... /^ , 
D = ^ (:±: «00 «Il «22 ... «nn). 

Per soddisfare all'equazione (2) bisognerà che K non contenga altre fun- 
zioni dei coefficienti, fuori che i determinanti 

il numero (f dei quali è dato da 

^_ g(g— l)...(g — /^ + 1) 
1.2.3....» 
essendo 

(w H- 1) (yyt + 2) ... (yyt + n) 
^ ~ 1.2.3..../J 

Affinchè una funzione E verifichi l'equazione (3), è necessario e sufficiente 
che siano soddisfatte l'equazioni comprese nella seguente 

(5) (A„-y,-,^)K = 0), 

nelle quali ^ ed e^ sono numeri differenti, interi, positivi e < » + 1 , e 

Jt,u = y (^u— ^u-m) (ru...,ru^i-+-l , ... , rr + 1, ... , r»), . jr-» ^® ^>^» 

^M« -^X^^»*—^"-^») (nv..,n-hi— l , ... ..ru—h ... , rn), rr— — r , se t<u. 

I determinanti (4) sono tutti funzioni razionali di uno solo di essi, e 
delle soluzioni comuni all'equazioni (1) (quando si faccia yr = yoar), le 
quali indicheremo con 

K K ' ' ' <' 



(6) 



<<...<' 



•*^i ^t • • • ^n » 



(1) Vedi 1. e, p. 160 e 196 (od anche p. 166 di questo volume). 
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doY6 6 = m^. Infatti, si prendano le a equazioni risultanti dall* eliminazioni 
successive di n — 1 termini qualimque del sistema (1) dove si è posto yr=yo ^r- 
Ciascuna di queste equazioni avrà per coefficienti o — n + l determinanti (4), 
quindi sostituendo successivamente in ciascuna q — n sistemi di soluzioni 
comuni (6), eguagliandole tutte a zero, ne potremo ricavare i valori dei 
a — 1 rapporti dei determinanti (4) a uno qualimque di essi, espressi razio- 
nalmente per le soluzioni comimi (6). Potremo dunque riguardare ogni com- 
binante K come funzione razionale soltanto delle soluzioni comuni (6) e di 
una funzione dei determinanti (4), la quale potrà essere la risultante dall'eli- 
minazione delle indeterminate del sistema (1), quando vi si ponga yo = 0, 
e che indicheremo con Po. 

Effettuiamo questo cangiamento di variabili neirequazioni (5). Perciò, 
richiameremo le formolo dimostrate nella Memoria, Sopra le funzioni sim- 
metriche delle soluzioni comuni a più equazioni algebriche (0- 

Siano 

Ki = Po;ri* + X-P*' ^'~'^ 

1 



R^ = Po;r„<^+^,P/n)a:n*-, 



Tequazioni risultanti dall* eliminazione dal sistema (1) di tutte le incognite 
fuori che una sola, quando però vi sia fatto yr = yo^r. Avremo 

AuPo = 0, 
se / è differente da riy e 

e 

^n,u io — -ti — — ro 2_4 **'n-u » 

1 



{}) Vedi 1. c.| p. 198 (od anche p. 168 di questo Yolmne). 
(*) Vedi 1. c.j p. 195 (od anche p. 165 di questo volnme). 
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essendo p differente da ^, e t e u differenti da n. Onde l'equazioni (5) 
divengono 



-(^'••'-^'-" ^y-=t' •^" •• ^ ^ '-' i 



7>K =0, 



'!>lfn 






7)Po 






Ma il combinante E dovendo essere una funzione omogenea, se è di ordine A, 
avremo 



onde 



/or— + yi — 4- •••• -h y,» — = AK ; 



Sostituendo questi valori nell'ultima delle precedenti, avremo le seguenti 
equazioni che saranno le caratteristiche dei combinanti: 



(7) 
(8) 
(9) 



Q«,« K = 2!» *^« ^u» + y»-» ^',(,) = , 



'^.a^JU^^-^-T^yW, 



n-l / 6 ^g 



V 1 






7)K 



+ yoP/'^"^:^ = Ayn-.«K. 



È facile a verificarsi che sono integrali dell' equazioni (7) e (8) le tre 
funzioni 



PqP , Ai23...rt — 



yo 1 1 .... 1 
yi •t^i ^i •••• **^i 



n •*'« •*'n •••• •*'fi 



> Hl«3...(n-«-l) = 



1 1 1 .... 1 



*</l «Fi iFi 

xi xi' xi" 



ari* 
a?! 



OW-l) 



•tifi <*n •*»» ••"• •t'n 
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Quindi una funzione 

(10) C=PoP/7A,.„..,,/7H,,,,..,^,. 

(dove il segno 77 indica che si deve fare il prodotto di piil fattori che si 
ottengono dando agli indici dei valori qualunque) soddisferà tutte l'equazioni 
caratteristiche, se prendiamo q e gli indici dei differenti fattori in modo 
che C verifichi tutte le equazioni (9). 
Ora, abbiamo 

6 

Q.,u Po^ =Q?oP-' ?/'»-> =-ePoP 2!s ^i^ ^ 

i 

onde , se il è il numero dai fattori A5,,....s^, 
e se 

(11) y(L'^ni« +ZUn^u) = Q Xs^aiu , 

avremo 

Qn,uC = Ayn-uC, 
cioè la funzione (10) soddisferà a tutte le equazioni caratteristiche di nn 
combinante. Dunque K = ^C sarà la forma di un combinante, se prende- 
remo la somma in modo che risulti simmetrica rispetto alle soluzioni co- 
muni (6), e quindi (*) esprimibile per una funzione razionale e intera dei 
coefficienti del sistema (1). 

Firenze, 12 settembre 1858. 



(») Vedi 1. e, p. 202 (od anche p. 172 di questo volume). 



— 183 — 



XIX. 



SUR LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX DES ÉQUATIONS 
DONT LE DEGRÉ EST UNE PUISSANCE D'UN NOMBRE PREMIER (') 

(Da* Comptes-rendus des sèances de VAcadèmie des Sciences^ t. XLVIII, pp. 182-186, Paris, 1859). 



Dans un Mémoire publié dans les Annali di Tortolini, année 1855, 
je me sais occupé da problème suivant: 

Trouver la fonction algébrique la plus generale de plusieurs quan- 
tités A , B , C , . . , qui ait un nombre, puissance p^ d'un nombre premier^ 
de valeurs diff'ùrentes, qui soient racines d'une équaiion irréductible et 
primitive de degré p^, équation dont les coefjicients soient fonctions ra- 
tionnelles de A , B , C , . . . 

Dans le Mémoire susdit, j*ai donne une forme qui renforme toutes les 
expressions satisfaisant au problème, mais qui en renferme aussi d*autres; 
e' est à dire, cette forme ne vériSo pas toujours identiquement une équation 
de degré p^ , dont les coefficients sont rationnels en A , B , C , . . . 

En abordant de nouveau cette question, j*ai trouvé la condition qu'il 
faut et qu il suffit d^ajouter, si Von veut que la forme donn'^e par moi ren- 
ferme non seulement les expressions satisfaisant au problème, mais n*en ren- 
ferme pas d'autres. 

Yoici le principe arithmétique qui ma conduit à la détermination de 
cette condition: 

On peut toujours trouver un sjstème de v nombres entiers <!/'• 

(1) gi^gt.gìi"' yg^^ 

qui jouissent des propriétés suivantes: 
Si l'on forme la serie récurrente 

(2) «1 , ^« , «3 , »4 , . . . 

dont un terme quelconque se déduit des v précédents par Téquation 
(3) ut^^ = g^nt -h gtnt^t H h ^v»«.^v-i , 



(0 Estratto di uiia lettera al sig. C. Hermitc. 
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et où les V premiers termes sont assujettis à la seule condition d'étre entiers 
et de n*etre pas tous multiples ie p; et si Fon prend les plus petits residua 
relativement au module p des nombres (2), qu*on pourra designer par 

(4) ri , r, , ra , r4 , . . . . , 

la sèrie (4) aura une période de />" — 1 termes, e' est à dire qu'on aura 

rupv^t^rt (moi.p) 

et si Ton formo les p^ — 1 systèmes. 



TpV^i , Ti , 7*2 , . . . , Tv— 1 , 



ces systèmes seront tous diflférents ; et ils seront les p'' — 1 systèmes diflfé- 
rents de v nombres chacun qu'on peut former avec les p nombre entiers <[/>, 
en négligeant le cas dans lequ^l tous les nombres sont nuls à la fois. 
On peut déduire très aisement les valeurs des nombres (1) des nombres 



; 9 l ' !Z 2 , . . . , ? V , 



yi » ^2 » • • • » Sf V 



quo j*ai considérés dans le Mémoire cité ci-dessus, et qui joiiissent de la 
propriété de rendre différents tous les systèmes 

/, ,r\ , . . . , r'^ 
(7) '^^ '"' '••"'^ 

^^(pv-i) ^ ^^(pV-1) ^^(pv.n ^ 

qui se déduisent Tun de l'autre par les congruences 

r/»-^»> = I7i"> ri^*> -h 5^,"^ n^'^ H f- ?v^" r^^*^ (mod. p) . 

En désignant per J le déterminant dont la matrice est le système (6), 
Ton a 



Ne croyez tous pas qu'on puisse nommer système primitif d'ordre v re- 
latÌTement an module p le système (1) plutdt que le système (2), en raìson 
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de la plus grande analogie qu'il a avec los racines primitiyes des nombres 
premiers ? 

Le principe arithmétique que je viens d'énoncer, m' a donne le moyen 
d'étendre aux fonctions de p* lettres, v fois cycliques de l'ordre ;? , de la fonne 



(8) (n ,,r, , ... , r^)p = i^mi^mt . . .^m^ cf^'^^^^'^^"^^^'^ z^,, 

\ 



V 



le théorème que M. Eronecker a trouvé pour les fonctions de p lettres, une 
fois cyclique, d*ordre jd , de la forme 



^•^-y- 



Pour démontrer ce théorème, je me bomerai au cas de r = 2 . Pour v 
quelconque, on suit la méme mèthode. 

Tonte fonction q> donneo par Téquation 

(9) (n , r,^.i)» {r, , r^iY = {Tu , r^^i) 9 , 

où art + bTi^Tu^ art+i-h brs+i^ru^i (mod.jt)), est deux fois cyclique 
d'ordre p , comme la fonction (ri , r^y . 

Si maintenant on met pour a et b les deux nombres Qi et gt d*un sy- 
stème primitif d*ordre 2, relativement au modulo p , pour s le nombre ^ + 1 , 
et pour / successivement les nombres 1,2,3,..., on obtiendra des équa- 
tions de cotte forme 

(ri , r,)^« (r, , r^Y* = (r, , r^) q>r,,r, , 

(r, , r,)^» (rs , n)^" = {r^ , Ts) Vr.^r» , 



(rp.-a , rp.-i)^' (r^.-! , n)^» = (n , r») y v^,r,._, , 
{vp* .1 , nf » (ri , rtY' = (r, , r,) yr,. .^,r. , 

où ymr, 1 yr„r, , • • • sont toutes fonctions deux fois cycliques d'ordre p. 

Élevons la première de ces équations à la puissance ripidi , la seconde 
à la puissance 72p>.t , et ainsi de suite, puis multiplions-les membro à membro; 
on obtiendra 

(n , r^r»"^-*^»''*-"* (r, , rs)^^'*!»»-*^»*'^--"' = y^^f^^" <^r ' * ' ^^V-p^ * 

Mais, par les propriétés des nombres (2), 

ginpt^i-hgtni — rit^^up , yi v-^ + S't V-i — ^1 = ^ > 

24 
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donc par suite, 

(10) [ (n , r,y (r. , rsYy = yV - y V- y^^.^ ,^^ . 

En vertu de Téquation (9), ron a 

(ri , r,)»* (r, , r^Y = (r,^ , rm^i) 9 

étant /•« ^ wri + t;r« , rm+i ^ w^a + t;r3 , et y une fonction deux foÌB cy- 
clique d^ordre p . En substituant dans Téquation (10), on a Téquation 






que Ton peut mettre sous la forme 

p _ 



Les fonctions symétriqnes des quantités Fi , F^ , . . . Fm , lesquelles quan- 
tités sont fonctions rationnelles de A , B , C , . . . et de (fri^r^^ Vrf.u i • • • sont 
invariables par tonte substitution renfermée dans lo symbole 

Après cela yous yerrez aisément commont Ton trouve la condition à ajouter 
pour avoir la solution complète du problème, e' est à dire le théorème suivant: 
La fonction algébrique la plus generale de plusieurs quantités A , B , C , ... 
qui vérifie identiquement une équation irréductible et primitive de degré p"* , 
équation dont les coefficients sont rationnels en A , B , C , . . . , est de la forme 

p 

P étant une fonction rationnoUe en A , B , C , . . . et 



où les Fj sont fonctions rationnelles quelconques de A , B , C , . . . et des 
yri,r„ rv,9V„r„....rv^i » • • • , assujettios à la seule condition que les fonctions 
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symétriques de Fi , F^ , . . . Fpv-i soient ìnvariables pour les substitutions ren- 
fermées dans le symbole 



rr^r.,^ r,_ 



et les yv, ,r,,....ry, y^r,,r,....r^_^, , soiit Ics foDctions algébriques les plus géné- 
rales racines d'une équation de degré jo" — 1, dont les coeflScients sont ration- 
nels en A , B , G , . . . , et dont le groupe a toutes les substitutions renfennées 
dans le symbole (12). 

J*ai donne les principes pour la détermination de ces dernières fonctìons 
dans le Mémoire plusieurs fois cité. 
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XX. 

ESTRATTO DI UNA LETTERA AL SIC. C. HERMITE 

(Da* Cotnptes rendus des séantes de VAcadémie des ScUnces, t. XLIX, pp. Ii3-ii5, Paris, 1859). 



Dans un Mémoìre Sopra Vabassamento dell'equazioni modulari^ publié 

en 1853 dans les Annali di Tortolini, j*ai fait Tétude des substitutìons 

ak + b 
. , (1), pour démontrer la possibilité de Tabaissement des équations 

modulaires, et j*ai obtenu les résultats que vous me commnniquez dans 
votre lettre. 

Voici pour le module premier » = 4jo -f- 3 les expressions que j'ai trouvées 
alors pour la décomposition en n groupes dont toutes les substitutìons sont 
données par la forme (1) où ad-bc est résidu de n. 

Si g est une racine primitive de n^ jouissant de cotte propriété, que 
g — 1 étant résidu de », les puissances impaires < » — 2 de g vérifient la 
congruence 

\^gt x^ — g (g +\) X -^y\[ig^ x^ — {g +1) X +y\^Q (mod. n) 
(ce qui n'arrivo que pour » = 7, 11), on aura, si Ton fait 

un groupe [A , e{k)'] de V^"^ '^^~ f substitutìons de la forme (1) telles, 

qu'en faisant sur ce groupe les substitutìons (k,k + i), on obtient n groupes, 
dont Tensemble est le groupe propose. 

Or si ;j = 7 on a deux racines primitives ^ = 3,^ = 5,5 — 1 est ré- 
sidu de 7 et les deux puissances impaires de 5 inférieures à 5, c'est à dire 
5 , 5' vérifient la congruence 

[2a?* + a2:-f-l][4a?*-f-;p+l] = (mod. 7). 

Dono, lorsque n = 7 , on a deux sjstòmes de valeurs pour 6{k) , à 
savoir : 

n/j\ k — Sb k — b , a 
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en prenant g = S, et 

en prenant ^ = 5 , a et 6 désignant des residua de 7. 

Si w = 11 , on a quatre racines primitives : 2,6,7,8; 2 — 1 est ré- 
sidu de 11 et les puissances de 2, impaires et inférieures à 9, vérifient la 
congruence 

(3^» H- 2a? -h 1) (3.r* + 40? + 1) = (mod. 11). 
Or si l'on prend ^ = 2 , a et ^ residua de 11, on aura 
^,,. k — 2b k — b . a 

et si Fon prend ^ = 6 

a/7\ k — &b k — b , a 

Les racines prìmitives 7 et 8 ne jouissent pas de la propriété de rendre 
g — 1 résidu de 11, et la congruence lorsqu'on y fait ^ = 7,8 n'est pas 
satisfate par les puissances de 7 et 8 impaires et inférieures à 9. 

Les substitutions ^{k) , x>(k) jouissent de la propriété d*étre à lettres 
conjointes, e* est à diro qu*en divisant les lettres en sjstèmes de deux lettres 
chacune de la manière suivante: 

tonte substitution 6(k) , ^(k) , ou change entro elles les lettres d*un sy- 
stòme, ou change un systòme dans un autre. 

Dans le cas de n =^ 5 j'avais obtenu des résultats semblables auz pré- 
cédentes et forme un groupe de douze permutations en considérant les trois 
substitutions : 

et celles qu*on en déduit en les composant entro elles 

Pise, 24 mars 1859. 
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XXI. 



FONDAMENTI DI UNA TEORICA GENERALE 
DELLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA (') 

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie I, t. II, pp. 288-304, 337-556, Roma, x8$9). 



1. 



Se ad ogni valore di una quantità variabile j, che può prendere suc- 
cessivamente tutti i valori reali, corrisponde un solo valore della quantità 
indeterminata Wj si dice che w è una funzione di z, e se, quando g percorre 
con continuità tutti i valori compresi tra due valori dati, anche w varia con 
continuità, la funzione w in questo intervallo si dice continua. 

Questa definizione evidentemente non stabilisce alcuna legge tra tutti i 
particolari valori della funzione, poiché se si dispone della medesima per un 
intervallo determinato, il modo della sua continuazione al di fuori dello stesso 
rimane del tutto arbitrario. 

La dipendenza della quantità w Ì2Lg può esser data per mezzo di una 
legge matematica, in guisa che per mezzo di date operazioni di calcolo si 
possa trovare per ogni valore di if il corrispondente di tv. La proprietà di 
potere essere determinate per ogni valore di z compreso in un certo inter- 
vallo, mediante la stessa legge di dipendenza, si attribuì un tempo soltanto 
a un certo genere di funzioni {functiones continuae di Eulero) ; ma le nuove 
ricerche hanno dimostrato, che esistono espressioni analitiche, per le quali 
può rappresentarsi qualunque funzione continua in un dato intervallo. Perciò 
è lo stesso definire la dipendenza della quantità w dalla quantità z come 
data in modo arbitrario, o come data mediante determinate operazioni di 
calcolo. Ambedue i concetti coincidono in conseguenza del menzionato teorema. 

Ma non è più così, quando le variazioni delle grandezze z non si li- 
mitano ai valori real i, ma comprendono anche i valori complessi della forma 
X + iy (dove i — |/— 1). 

Siano x + iy e x + iy + dx-i- idy due valori di z infinitamente vi- 

i}) Traduzione della diisertazione inaugnrale di B. Riemann. 



— 191 — 

Cini, ai quali corrispondano per w i valori u -\- iv e w -h iv -h du-h- idv. 
Allora, se assumiamo arbitraria la dipendenza della quantità w da s^ il rap- 
porto , , muterà in generale con i valori di dx e dy, poiché, po- 
nendo dx -f- idy = €e'^\ avremo 

du-hidv 1_ / ^u 7)r \ J_(2!L JI1L\ ' 

dx-hidy~ 2\l)x T^y/ 2\"Da?~7)y/ 

1_(JU£^ ^^ ] (^^ . "^^\ • ) da — idy 

2 ( 7)0? ì^y \7^x~^ ì^y /^ ] dx-^- idy 

2V;).r "^ 7)y;"^2\;)a: l^y)''^2Ux 7)y "^ U;r "^ ^y/ V 

Ma in qualunque modo tv si possa determinare in funzione di j, mediante 

le semplici operazioni di calcolo, il valore del quoziente differenziate -3- è 

sempre indipendente dal valore particolare del differenziale dx(^); quindi, 
mediante le semplici operazioni di calcolo, non può esprimersi una dipen- 
denza qualunque della quantità complessa w dalla quantità complessa n. 

La notata proprietà di tutte le funzioni determinabili in qualunque 
modo per mezzo di operazioni di calcolo la porremo per fondamento delle 
seguenti ricerche, dove una tal funzione sarà considerata indipendentemente 
dalla sua espressione, poiché noi partiremo dalla seguente definizione senza 
dimostrare adesso che essa è generale e sufSciente per qualunque dipendenza 
determinabile mediante operazioni di calcolo. 

Una variabile complessa w si dice funzione di un'altra variabile com- 
plessa s, quando varia con questa in modo che il valore della derivata --r- 
sia indipendente dal valore del differenziale dz. 



2. 

Tanto tv quanto j saranno considerate come variabili, che possono pren- 
dere ogni valore complesso. Per concepire chiaramente queste variazioni, che 
si estendono in un campo continuo di due dimensioni, converrà ricorrere a 
una rappresentazione geometrica. 

(0 Questa proposizione è evidentemente ginstificata in tutti i casi, nei quali dal- 
Tespressione di w si può per mezzo deUe regole di derivazione trovare nna espressione 

di -T- in funzione di 1; in questo senso per adesso la riterremo vera rigorosamente e 

generale. 
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Bappresentiamo un valore qualunque ^ + ey di ^ con un punto del 
rj piano A, il qual punto abbia per coordinate ortogonali ^ e y, e un valore 

!^.> qualunque u-hiv di w con un punto Q del piano B e di coordinate orto- 

f ' gonali u, V. Ogni dipendenza di t^ da ^ sarà rappresentata allora come una 

\ dipendenza della posizione del punto Q da quella del punto 0. Se ad ogni 

valore di g corrisponde un valore di w che varia con z in modo continuo e 
determinato, con altre parole, se u e v sono funzioni continue di a? e y, ad 
ogni punto del piano A corrisponderà un punto del piano B, ad ogni linea 
in generale una linea, a ogni area continua un*area continua. Quindi si potrà 
rappresentare questa dipendenza di t^ da if come una imagine del piano A 
sul piano B. 

3. 

Determiniamo ora le proprietà che ha questa imagine, quando tv è fun- 
zione della grandezza complessa g, cioè quando -r- è indipendente da dx. 

Indichiamo con o un punto del piano A nella vicinanza di e con ; la sua 
imagine nel piano B, quindi con ;r -f- iy -hda-h idy e u-^-iv + du-k- idv 
i valori rispetj;ivi di j e t^ in questi punti. 

Riguardando e Q come origini delle coordinate, dx, dy e duy dv 
saranno le coordinate ortogonali dei punti o e q, e ponendo: 

dx-i-idy = €e^\ du -hidv^^ rje^*, 

^9 9>) '^h V^ s&ntnno le coordinate polari di questi punti. 

Siano ora o e o" duo posizioni determinate di o infinitamente vicine 
ad 0, distinguendo le quantità che ad esse si riferiscono mediante indici 
analoghi, avremo per le supposizioni fatte 

du'-hidv' dui' + idtì' 
dx''^idy~ dx'^-^idy'^' 

e quindi 

ari -^ idv' _ ± ^,_^.,. _ dx'-hidy' _ ^ <^,^^.,i. 
dti'-^idv''~rr ~'d^rTW~ d' 

onde 

777=-77,V'— V' =9—9 ; 

cioè nei triangoli ciOo" e y'Qj^' sono egaali gli angoli o'Oql e q'(ìq*\ 
e ì lati che li comprendono sono proporzionali tra loro. 
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Dunque i triangoli infinitamente piccoli corrispondenti, e quindi in ge- 
nerale le parti infinitamente piccole del piano A e le loro imagini sul piano B, 
sono simili. Una eccezione a questo teorema si presenta soltanto nei casi 
particolari, nei quali le variazioni tra loro corrispondenti di ^ e di t^ non 
istanno tra loro in un rapporto finito, ciò che tacitamente si supporrà sempre 
escluso (0- 



Se poniamo il quoziente differenziale 

du-hidv 
da: -+- idy 



sotto la forma 






\^ y- ^y 
dx'\-idy ' 

è chiaro che esso avrà lo stesso valore per due valori qualunque di dx e dy, 
soltanto allorché sarà 

Isx ~ l^y lix ^y' 

Queste condizioni sono dunque^ necessarie e sufficienti, affinchè w = u-\-iv 
sia una funzione di s = x~h iy. Dalle medesime seguono Y equazioni 

le quali sono il fondamento per la ricerca delle proprietà, che appartengono 
a un termine di una tal funzione separatamente considerato. Noi anteporremo 
la dimostrazione delle più importanti di queste proprietà allo studio della 
funzione completa, ma prima ancora spiegheremo e stabiliremo alcuni punti 
più generali, per facilitare queste ricerche. 



(*) Sopra questo soggetto si veda: Allgemeine AuflÒsung der Aufgabe: die Theile 
einer gegebenen Flàche so ùòzuòilden, dass die Abbildung dem Ahgehildeten in den 
kleinsten Theilen àhnlich wird, von C. F. Gauss. (Als BeaDtwortung der von der kOni- 
glichen Societat der Wissenschaften in Copenhagen fùr 1822 aufgegebenen Preisfrage, 
abgedruckt in: Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Drittes 
Heft, Altona, 1825). 

25 
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Nelle seguenti considerazioni limiteremo le variazioni di ^ e di y a nn 
campo finito, riguardando come luogo del punto 0, non piti il piano stesso A, 
ma una superficie T dLitesa sopra il medesimo. Preferiamo questa rappre- 
sentazione, per la quale non farà difScoltà parlare di superficie sovrapposte, 
per rendere evidente la possibilità che il luogo del punto si estenda più 
volte sopra la stessa parte del piano ; però presupporremo in questo caso che 
le superficie sovrapposte non si attacchino lungo una linea, in guisa che non 
si abbiano né piegature della superficie, né intersezioni di parti sovrapposte 
della medesima. Così il numero delle parti di superficie sovrapposte in ogni 
parte del piano sarà completamente determinato, quando sarà data la posi- 
zione e il senso del contorno (cioè la sua parte interna ed esterna); queste 
parti potranno però continuai*si una neir altra anche in modi diversi. 

Infatti, se conduciamo per una parte qualunque del piano coperta dalla 
superficie una linea qualunque /, il numero delle parti di superficie sovrapposte 
muta soltanto quando si oltrepassa il contorno, e muta di + 1 procedendo 
dair esterno airintemo, nel caso opposto muta di — 1, e quindi é per tutto 
completamente determinato. Lungo questa linea ogni parte di superficie che 
vi termina, si continua in modo intieramente determinato,. finché la linea non 
incontra il contorno, poiché non può aversi indeterminatezza altroché in punti 
separati, o giacenti sopra la linea stessa, o a una distanza finita dalla me- 
desima; quindi limitandoci a una parte della linea / condotta neirintemo 
della superficie e, da ambedue le parti della linea stessa, a una striscia di 
superficie sufficientemente piccola, possiamo parlare di determinate parti di 
superficie che vi terminano, il numero delle quali é eguale da ambedue le 
parti, e che noi, stabilita una determinata direzione alla linea, indicheremo, 
quelle di sinistra con «i, «t,... Un, quelle di destra con a\, d%,... a'„. 
Allpra ogni parte di superficie a si continuerà in una parte di superficie a' : 
e questo in generale avverrà per tutta la linea /, ma per posizioni partico- 
lari di / può in uno dei suoi punti essere altrimenti. 

Se ammettiamo che al di sopra di un punto (s (cioè lungo la parte 
della linea / che si avanza) colle parti di superficie a i , a't . . . a'n siano 
attaccate le parti di superficie ai , at , . . .an , al di sotto dello stesso poi le 
parti di superficie «a,, «a,, ... flfan j dove «i, ««,... a^ dififeriscono da 1, 2, ... n 
solo neirordine, un punto che al di sopra di (X da ai passa in a\ , quando 
al di sotto di a ritoma alla sinistra, entrerà in Uol^ , e quando gira intorno 
al punto (X da sinistra a destra, l'indice della parte di superficie, in cui si 
trova, percorre successivamente i numeri 
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Tn questa serie tutti i termini sono differenti tra loro, finché non toma il 
termine 1, perchè un termine medio qualunque ccu, è preceduto immediata- 
mente e necessariamente da /i e successivamente da tutti i precedenti ter- 
mini sino ad 1 ; ma se dopo un numero di termini, che evidentemente è 
minore Une che sia = m, ritorna il termine 1, gli altri devono seguire 
nello stesso ordine. Allora il punto che si muove intorno a (S dopo m giri 
ritorna nella stessa parte di superficie, e resta sempre in m parti di super- 
ficie sovrapposte, le quali si uniscono in un solo punto <r. Chiameremo questo 
un punto di giramento di (m — lysimo ordine delle superficie T. Applicando 
lo stesso processo alle altre parti di superficie, se queste non saranno tra 
loro disgiunte si divideranno in sistemi di mi, nit, ... parti di superficie, 
nel qual caso saranno nel punto a anche dei punti di giramento di {mi — 1 )««««, 
{mt — l)«»"«o . . . ordine. 

Quando è data la posizione e il senso del contorno di T e la posizione 
dei suoi punti di giramento, T o è completamente determinata o limitata a 
un numero finito di forma differenti; e questo ultimo in quanto che queste 
determinazioni possono riferirsi a diverse parti di superficie sovrapposte. 

Una variabile che per ogni punto della superficie T, in generale, cioè 
senza escludere una eccezione per linee e punti singolari (0, prende un va- 
lore determinato che varia con continuità colla posizione dello stesso, può 
evidentemente riguardarsi come una funzione di a:, y, e dovunque in seguito 
parleremo di funzioni di x, y, le intenderemo così. 

Prima di passare a considerare queste funzioni, intercaleremo anche al- 
cune considerazioni intorno alla connessione delle superficie. Ci limiteremo a 
superficie che non si dividono lungo una linea. 

6. 

Riguarderemo due parti di superficie come connesse o appartenenti a 
uno stesso pezzo, quando si potrà condurre una linea che, senza escir dalla 
superficie, vada da un punto dell'una a un punto dell'altra; come separate, 
quando questo sarà impossibile. 

Lo studio della connessione di una superficie si appoggia sopra il suo 



{}) Questa limitazione non 'è imposta certamente dal concetto di funzione in sé, ma 
è necessaria per potere applicarle il calcolo infinitesimale: una funzione che in tutti i 
punti di una superficie è discontinua, come, per esempio, una funzione che ha il valore 1 
quando x è commensurabile e y è commensurabile, e altrimenti ha il valore 2, non può 
assoggettarsi né a differenziazione né a integrazione, quindi non può assoggettarsi (im- 
mediatamente) al calcolo infinitesimale in generale. La limitazione fatta arbitrariamente 
qui per la superficie T sarà più tardi (Art. 15) giustificata. 
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spezzamento per mezzo di trasversali, cioè di linee che partendo da mi pmito 
del contorno percorrono la superficie semplicemente, cioè senza passare più 
volte per uno stesso pimto, e vanno a un punto del contorno, il quale può 
anche essere un punto delle parti aggiunte al contorno, cioè uno dei punti 
delle trasversali. 

Una superficie connessa, quando da ogni trasversale è divisa in due pezzi 
separati, dicesi semplicemente connessa , altrimenti molteplicemente con- 
nessa. 

Teorema I. Una superficie A semplicemente connessa è divisa da ogni 
trasversale ab in due pezzi semplicemente connessi. 

Supponiamo che uno di questi pezzi non venga nuovamente diviso in 
due pezzi separati da una trasversale ed ; secondo che nessuno dei due estremi, 
Testremo ^, o ambedue gli estremi cadessero in ab^ ristabilendo l'unione 
lungo l'intera linea ab o lungo la parte cb o lungo la parte ed della stessa, 
si otterrebbe una superficie connessa, che nascerebbe da A mediante una 
trasversale contro il supposto. 

Teorema II. Quando una superficie T da n^ Q) trasversali q\ è divisa 
in un sistema Ti di mi pezzi semplicemente connessi, e da ni trasversali q% 
in un sistema Tj di mt pezzi, nt — mt non può esser maggiore di ni — m^ 

Ogni linea ^s, quando tutta intera non fa parte del sistema di trasver- 
sali ^1, forma contemporaneamente una o più trasversali f/% della superficie Ti. 
Come estremi delle trasversali q\ si devono riguardare: 

1) i 2nt punti estremi delle trasversali Qì, fuori che quando queste 
nei loro tratti esti'emi fanno parte del sistema di linee qi ; 

2) ogni punto intermedio di una trasversale ^s, in cui questa passa 
per un punto intermedio di una linea q^, fuori che quando si trova già sopra 
un'altra linea ^i, cioè quando un estremo di una trasversale r/i passa per il 
medesimo. 

Ora sia fi il numero delle volte che linee di ambedue i sistemi s'in- 
contrano si separano (dove però ogni punto solo a comune deve contarsi 
per due), ii il numero di volte che un tratto estremo di qi coincide con una 
parte intermedia di una linea q^, r^ il numero di volte che un tratto estremo 
di una q^ coincide con una parte intermedia di una linea ^i, finalmente 1*3 
il numero di volte che un tratto estremo delle //, coincide con un tratto 
estremo di una linea qi; così avremo 

N". 1 : 2w2 — >'2 — i'3 , N^ 2 : /* — 1 1 



(*) Per uno spezzamento mediante più trasversali deve sempre intendersi uno spez- 
zamento fatto successivamente, cioè tale che la superfìcie nata da una trasversale sia spezzata 
da una nuova trasversale. 
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punti estremi per le trasversali qt\ ma ambedue i casi presi insieme ab- 
bracciano tutti i punti estremi e ciascuno una volta soltanto, e quindi il 
numero di queste trasversali sarà 

2wg — vt — ^3 + ^ — >i ^ . . • 
2 = ""^ "^ '• 

Con un ragionamento del tutto analogo si dimostra che il numero delle 
trasversali ^i della superficie Ts, che vengono formate dalle linee ^i, è 
eguale a 

2«i — r, — V3 -f- u — Vt 
2 -^^1-^5. 

Ora la superficie T| evidentemente è trasformata dalle Wj -f- s trasversali {''j 
nelle stesse superficie in cui Tj è divisa dalle Wi -I- s trasversali g'i. Ma T» 
consiste di mi pezzi semplicemente connessi, e per il teorema I. riman divisa 
da 7i8 + 5 trasversali in Wi 4- Wj + s pezzi; quindi, se fosse m%<imx-\-n% — Wi 
il numero dei pezzi Tt, per mezzo delle 911 -f- s trasversali, dovrebbe essere 
aumentato di più di w» H- 5 pezzi, ciò che è assurdo. 

In conseguenza di questo teorema, indicando con n il numero delle tra- 
sversali, con m il numero dei pezzi, il numero n — m sarà costante per tutte 
le divisioni della superficie in pezzi semplicemente connessi: poiché se con- 
sideriamo due spezzamenti dati, uno di nx trasversali ìb mx pezzi, Taltro 
di ni trasversali in rat pezzi, se i primi sono semplicemente connessi dovrà 
essere n^ — mi^Ut — wi», e se gli ultimi sono semplicemente connessi dovrà 
essere Wt — mt^nx — /Wi : dunque Wi — mx=^^n% — wif 

Questo numero potrà pertanto chiamarsi ordine della connessione di 
una superficie: e sarà 

per mezzo di ogni trasversale diminuito di 1, secondo la definizione; 

invariabile, quando si conduca una linea da un punto della superficie, 
che trascorra semplicemente le superficie sino al contorno a un punto di 
una trasversale; 

aumentato di 1 da una linea che percorrendo semplicemente la superficie 
termina in due punti separati; 

perchè la prima aggiungendo una trasversale, la seconda linea aggiun- 
gendo due trasversali vengono a formare una trasversale. 

Finalmente l'ordine della connessione di una superficie composta di più 
parti si ottiene sommando gli ordini della connessione di queste parti. 

In seguito nel maggior numero di casi ci limiteremo a superficie com- 
poste di un sol pezzo, e per indicare Verdine della loro connessione useremo 
le parole : semplice, duplice, trìplice, ... chiamando 7i-uplicemente connessa una 
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superficie che per mezzo Un — 1 trasversali può essere ridotta in una sem* 
plicemente connessa. 

Quanto alla dipendenza della connessione del contomo dalla connessione 
della superficie è chiaro che: 

1. Il conlibmo di una superficie semplicemente connessa consiste ne- 
cessariamente di una sola linea chiusa. 

Se il contomo consistesse di pezzi separati, una trasversale q, che unisse 
nn punto di un pezzo a con uno d*un altro b, dividerebbe soltanto Tnna 
dall'altra parti di una superficie semplicemente connessa, poiché nella su- 
perficie si potrebbe condurre lungo a una linea da un lato della trasver- 
sale q air opposto ; e quindi q non spezzerebbe la superficie, contro il sup- 
posto. 

2. Ogni trasversale aumenta o diminuisce di uno i pezzi del con- 
tomo. 

Una trasversale q o unisce un punto di un pezzo di contorno a con un 
punto di un altro &, e allora tutte queste linee prese insieme colla succes- 
sione a, q, b, q formano un unico pezzo di contorno chiuso; 

unisce due punti di uno stesso pezzo del contomo; allora questo si 
spezza per ambedue i suoi estremi in due pezzi, ciascuno dei quali preso 
insieme colla trasversale forma un pezzo di contorno chiuso; 

finalmente finisce in uno dei suoi punti precedenti, e può esser con- 
siderata come composta di una linea chiusa o e di un'altra / che unisce un 
punto di con un punto di un pezzo di contorno a, nel qual caso o da 
una parte, e a, /, o, / dall' altra , formano ciascuno un pezzo di contomo 
chiuso. 

Dunque o - nel P. caso - in luogo di due pezzi di contorno se ne ha 
uno, - in ambedue gli altri - in luogo di uno se ne hanno due, onde il 
nostro teorema risulta dimostrato. 

Il numero dei pezzi dei quali è composto il contomo di una ihiperficie 
9i-uplicemente connessa, è perciò o eguale z. n, o eguale ad n meno un nu- 
mero pari. 

Da questo ne tragghiamo il corollario: 

Se il numero dei pezzi del contorno di una superficie n-uplicemente 
connessa è eguale ad n, questa è divisa in due pezzi separati da ogni curva 
chiusa che non abbia punti multipli. 

Poiché l'ordine della connessione non vien mutato da essa, e il numero 
dei pezzi del contorno é aumentato di 2 ; quindi, se la superficie fosse con- 
nessa, avrebbe un Ti-uplice connessione, e il contomo di n + 2 pezzi, il che 
è impossibile. 
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Se X e T sono due funzioni di x^ y continue in tutti i punti della su- 
perficie T distesa sopra A, avremo 

r(^ + |~)rfT = - Uxcosf + Ycos ry)d^. 

dove il primo integrale è esteso a tutti gli elementi d!Y della superficie T, 
il secondo a tutti gli elementi ds del contomo, e in ogni punto del contomo 
l'angolo d*inclinazione, che la noimale al medesimo condotta verso Tintemo 
fa coir asse delle x, è indicato con {, e, quello che fa coli' asse delle y, con r^. 

Per trasformare l'integrale 1 — dT. dividiamo la parte del piano A co- 

J ^^ 
porta dalla superficie T, mediante un sistema di linee parallele all'asse delle x, 
in strisce elementari, in modo che ogni punto di giramento della superficie 
cada sopra una di queste linee. Così la parte di T che si troverà sopra cia- 
scuna di queste striscio sarà composta di una o più aree trapezoidali separate. 



ief^. 
J ^^ 



Quindi il valore dell'integrale \ — dH relativo a una qualunque di queste 

J ^^ 

striscio elementari, che intercetta sull'asse delle y l'elemento dy^ sarà evi- 
dentemente eguale a, dy \ — dx, dove l'integrazione deve essere estesa a 

J ^^ 
quella o quelle linee rette appartenenti alla superficie T che si trovano sopra 
una normale che passa per un punto di dy. Ora se' l'estremità inferiori di 
queste rette (cioè quelle che corrispondono ai più piccoli valori di x) si in- 
dicano con 0, , 0,, , 0,„ , ... e le superiori con 0' , 0" , 0'" , ... e con X, , X,, , ... , 
X' , X" , ... i rispettivi valori di X in questi punti, con ds, , ds„ ... , ds\d$'\ ... 
i rispettivi elementi intercettati dal contomo sopra le striscio elementari, 
con t, ,?,,,..., J' , ^" ,.. . i valori di J in questi elementi, sarà 



X 



Mrfj; = -X, — X„ — X,„ ^X'-hX"+X"'-|-' 

Da; 



Gli angoli f saranno acuti nell'estremità inferiori, ottusi nelle superiori, quindi 

dtf= coa^,ds, = cos^„ds„ =••■— — cosi'ds'= — cos^"ds" =•■••; 
e sostituendo questi valori, si ottiene 



:«( :^dar = — 



dy\ ^dar = — XXcosJd«, 
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dove la sommazione si estende a tutti gli elementi del contorno, che hanno 
per projezione dy sopra Tasse delle y. 

Estendendo Tintegrazione a tutti i dy si esauriranno evidentemente t&tti 
gli elementi della superficie T e tutti gli elementi del contomo, e quindi 
con questa estensione degl'integrali avremo 



Xi-=-J^ 



X cos J efo. 
Con analogo ragionamento si trova 

T cos Tj ds, 



e quindi 



J ^y J 

fdf "^ 1^) ^^ = ~r^^ cos J -F Y cos rj)ds. 



come volevamo dimostrare. 

8. 

Se rappresentiamo con s la lunghezza del contorno, contata da un punto 
fisso come origine, in un senso determinato da stabilirsi in seguito, fino a 
un punto qualunque Oq, e con p la distanza di un punto qualunque della 
normale condotta per Oo da questo punto, considerando come positive le di- 
stanze contate verso T intemo; i valori di ^ e di y nel punto potranno 
riguardarsi come funzioni di 5 e di jo, e nei punti del contomo avremo allora 
per le derivate parziali 

— = cos ?, zr = cos T;, - — rt cos r, -— = m cos f , 

dove si devono prendere i segni superiori, quando la direzione nella quale s 
è riguardata come crescente, fa cod p un angolo, il cui senso è eguale a 
quello dell'asse x coU'asse y, i segni inferiori nel caso opposto. Prenderemo 
questa direzione in tutte le parti del contorno in modo che 

7)s ' ^p' 
e quindi 

^y '^ 

^s~ 1p' 

ciò che non toglie essenzialmente la generalità dei nostri risultati. 
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Possiamo evidentemente estendere queste determinazioni anche alle linee 
nellHnterno di T ; soltanto per determinare qui il segno di dp e di ds, quando 
è stabilita come là la loro reciproca dipendenza, bisogna aggiungere anche 
se è il segno di dp o di ds che si fissa; per una linea chiusa fisseremo 
quaVè la parte di superficie da lei limitata di cui deve riguardarsi come 
contorno, con che è determinato il segno di dp, ma per una linea non chiusa 
daremo la sua origine, cioè Testremità in cui s ha il minimo valore. 

L^introduzione dei valori ottenuti per cos f e cos >; nell'equazione di- 
mostrata nel precedente paragrafo dà, estendendo egualmente gVintegrali 



9. 

Applicando il teorema del paragrafo precedente al caso in cui in tutta 
la superficie è 

abbiamo il seguente teorema: 

I. 5^ X ^ Y sono due funzioni finite e continua e sodisfano alVequasione 

in tutti i punti di T, avremo 



>?-^?>=»- 



quando si estenda l'integrale a tutto il contorno di T. 

Supponiamo una superficie qualunque Ti distesa sopra A divisa in modo 
qualunque in due pezzi Ts e T3, Tintegrale 



fi^fp-^'ìh 



rapporto al contorno di Tj, potrà esser considerato come la differenza degVin- 
tegrali relativi al con tomo di Ti e di T3, poiché dove T3 ha il contomo co- 
mune con Ti, ambedue gl'integrali si distraggono, e tutti gli altri elementi 
appartengono a un elemento del contorno di Tf 

Per mezzo di questa trasformazione dal teorema I. si ottiene il seguente : 

26 
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II. // valore dell'integrale 



J( 






esteso a tutto il contorno di una superficie distesa sopra A rimane co- 
stante per qualunque distensione o ristringimento dello stesso, quando 
non si lasci fuori o non si oltrepassi nessuna parte di superficie, in cui 
non siano verificate le supposisioni del teorema I. 

Ora se le funzioni X e T sodisfano in ogni parte della superficie T 
alla precedente equazione alle derivate parziali, ma in singolari linee o punti 
possiedono discontinuità, si può circondare ognuna di queste linee o di questi 
punti con una curva sufficientemente piccola, e applicando il teorema II. si 
ottiene allora il seguente: 

III. L'integrale \ iXz^ + Y^\ds esteso a tutto il contomo di T è 






eguale alla somma degli integrali l ( X — H- T -^ ) rfs estesi ai contomi 

j \ ^P ^P' 

delle curve che circondano ciascuna discontinuità, i quali conservano lo 
stesso valore comunque piccole siano queste curve. 

Questo valore è nullo necessariamente per un punto di discontinuità, 
quando, colla distanza q del punto dallo stesso, divengono infinitamente 
piccole ^X e pT; poiché se si prendono rispetto a questo punto come polo, 
con un asse polare qualunque, le coordinate polari ^ e g^, e per la curva che 
lo circonda una circonferenza descritta intorno allo stesso col raggio q, il 
nostro integrale diviene 



r( 



»«->?>»■ 



e non può avere un valore k differente da zero, perchè, qualunque sia A:, q 
può esser preso sempre cosi piccolo che, astrazion fatta del segno, sia 

(X^ + Y^V<# 
\ lip ^pr 27r 

per ogni valore di 9), e quindi 
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IV. Se in una superficie semplicemente connessa distesa sopra A, l'inte- 
grale esteso a tutto il contorno di una parte qualunque della superficie 

J \ 7)jo l^p/ J \ ^s Ds/ 

si annulla, lo stesso integrale esteso a una linea che va da un punto Oo a 
un altro 0, ha lo stesso valore qualunque sia questa linea. 

Infatti due linee 5i e St, che uniscono i punti Oq e 0, prese insieme 
formano una linea chiusa 53. Questa linea possiede essa stessa la proprietà 
di non intersecare se medesima, oppure si può spezzare in più linee chiuse 
che possiedano questa proprietà ; poiché percorrendola a partire da un punto 
qualunque, ogni volta che si torni a uno stesso punto, si può separare la 
parte chiusa così percorsa e considerare la seguente come continuazione della 
prima parte che arrivava fino a quel punto. Ma ognuna di queste linee chiuse 
spezza la superficie in una semplicemente e in una doppiamente connessa; 
perciò forma necessariamente Tintero contorno di uno di questi pezzi, e l'in- 
tegrale esteso a tutta la medesima 1 (X 1- Y-^Ws sarà dietro il sup- 

J\ ^P W 

posto =:- 0. Lo stesso in conseguenza vale dell'integrale esteso a tutta la 
linea S3, quando la grandezza s si riguardi sempre come crescente nella stessa 
direzione; devono perciò gl'integrali estesi alle linee Si e St, quando questa 
direzione resti invariata, cioè vada in una delle stesse da Oo ad nell'altra 
da ad Oq, distruggersi reciprocamente, quindi presi da Oo ad in ambedue 
saranno eguali. 

Ora quando abbiamo una superficie qualunque T, nella quale sia in 

generale 1 = 0, si separino primieramente, quando sia necessario, le 

discontinuità, in modo che nel resto della superficie per ogni parte della 
stessa, sia 



S{'f--3 



ds = 0, 



e si spezzi la superfìcie restante per mezzo di trasversali in una semplice- 
mente connessa T*. Allora per ogni linea che va nell'interno di T* da un 
punto Oo a un altro l'integrale ha lo stesso valore; quindi questo valore, 

che per brevità indicheremo con j (Y ~- — Xz^ìdSy è determinato indi- 

pendentemente dalla linea percorsa, e riguardando Oq come fisso e come 
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mobile, dipende solo dalla posizione di 0, e quindi può riguardarsi come 
una funzione di ^r e di ^. La variazione di questa funzione quando si muoya 

lungo un elemento lineare qualunque ds, sarà espressa da ( T X-^ìds^ 

in T* sarà per tutto continua e eguale dalle due parti di un trasversale di T. 

V. L'integrale Z = l ( Y r~ — X -^)rf« forma perciò j riguardando 
Joo ^ ^' ^^^ 

Oo come fisso^ una funzione di x e di y, la quale è continua per tutto 
in T*, ma oltrepassando una trasversale di T muta di una grandezza co- 
stante lungo tutta la trasversale, e ha per derivate parziali 

— =T — = — X. 

Le mutazioni che nascono dall* oltrepassare le trasversali sono dipendenti 
da un numero di grandezze indipendenti tra loro eguale al numero delle 
trasversali; poiché se attraversiamo all'indietro il sistema delle trasversali — 
le ultime parti prima — questa mutazione è por tutto determinata, quando 
il suo valore è dato al principio di ogni trasversale; ma gli ultimi valori 
sono indipendenti tra loro. 

10. 

Se prendiamo u ic — per la funzione fin qui indicata con X, e 

7)^ '^x 

u- u — per T, avremo 

-òx "*" 7)y """V^^o:» "^ 7) W "" V^^* ' ^yV ' 
quindi se le funzioni u ^ u* sodisfano air equazioni 
^ W__ Va IH 

sarà 

ì^x 7)y 
e i teoremi del paragrafo precedente si applicano all'espressione 



j( 



^P ^PÌ 
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che diviene eguale a 






Ora supponiamo che la funzione u e \e sue derivate prime non abbiano 
discontinuità lungo una linea, e, per ogni punto dove sono discontinue, colla 

distanza q del punto dallo stesso divengano infinitamente piccoli ? — e 

Q — ; potranno allora, in conseguenza della osservazione III. del precedente 

paragrafo, queste discontinuità essere affatto trascurate. 

Poiché allora si può prendere in ognuna delle linee rette che parte da 
un punto di discontinuità un valore B di ^ in modo che 

al di sotto dello stesso resti sempre finito, e indicando con U il valore di u 
per ^ = R, con M, astrazion fatta dal segno, il massimo valore di e — in 
quell'intervallo, sarà, prendendo sempre le lettere collo stesso significato, 

w — U<M(log^ — logB), 
e quindi q{u — U) e anche qu diverranno infinitamente piccoli con ^; ma lo 
stesso, secondo il presupposto, vale per q — ep— ; e quindi se u' non ha 
alcuna discontinuità, vale anche per 

Q\u- u-—] e q\u- u-—\, 

dunque siamo nel caso considerato nel precedente articolo. 

Ammettiamo ora che la superficie T che forma il luogo del punto 
sia per tutto distesa semplicemente sopra A; e imaginiamo nella stessa un 
punto qualunque fisso Oq, in cui u, x, y abbiano i valori w„ x^, y^. La 
quantità 

i log [_{x — x,y + (y — yo)*] = log r 
considerata come funzione di ;r e di y ha allora la proprietà di rendere 

Vlogr Vlogr 
^x' "^ 7)y* "'"' 

ed ha una discontinuità soltanto per j? = j?o e y =^'yo cioè in un sol punto 
della superficie T. 
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Quindi, secondo l'Art. 9, III., ponendo logr in luogo di ti l'int^rale 



X(»^-^-)- 



esteso a tutto il contomo dì T sarà eguale allo stesso integrale esteso a un 
contomo qualunque che circondi il punto Oo, e quindi, se prendiamo per 
questo contomo una circonferenza in cui r ha un valore costante, e indi- 
chiamo con 9) Varco contato in parti di raggio da uno dei suoi punti in una 
data direzione sino al punto 0, sarà eguale a 



le I — iz = 0, sarà eguale a — I 

J ^p J. 



I «ir 

ovvero, poiché l -^rfs = 0, sarà eguale a — I udff, il qual valore, se u 



è continua nel punto 0©, per r infinitamente piccolo diviene — inu^. 

Colle supposizioni fatte rispetto ad e^ e a T abbiamo quindi per un 
punto qualunque Oo della superficie, dove u è continua, 

dove rintegrale è esteso a tutto il contorno della superficie, e 



^^I" 



estendendo l'integrale a una circonferenza descritta intorno ad Oo come centro. 
Dalla prima di queste espressioni deduciamo il seguente 
Teorema. Se una funzione u nelV interno di una mperficie T , che 

cuopre per tutto semplicemente il piano A , sodisfa in generale all'equa- 

itone a derivate parziali -— r + -— : = 0, in modo che 

1) i punti in cui non sodisfa a questa equazione^ non formino un'area; 

2) i punti nei quali w , — , — sono discontinue, non formino una 

ox oy 

linea continua; 

3) per ogni punto di discontinuità insieme colla distanza q del 

punto dal medesimo q— y q— divengono infinitamente piccole ; 

4) per u è esclusa una discontinuità che possa togliersi mutando il 
suo valore in punti singolari; 
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questa funzione e le sue derivate sono necessariamente per tutti i punti 
della superficie finite e continue. 

Infatti, se riguardiamo il punto Oq come mobile, sono yariabili nel- 
l'espressione 



X( 



log^2!»_«lÌ2gl\rf, soltanto logr,^,!^^ 
^ l^p lìp ) "=" 1^ ' ^y 



Ma queste grandezze e le loro derivate, per ogni elemento del contorno, 
finché Oo rimane nella superficie di T, sono funzioni finite e continue di Xq 
e di ^01 poiché le derivate sono espresse da funzioni razionali fratte di queste 
grandezze, che contengono soltanto potenze di r nel denominatore. Lo stesso 
vale anche per il valore del nostro integrale, e quindi per la funzione u^. 
Poiché l'integrale potrebbe avere un valore differente da u^^ per le sup- 
posizioni fatte, soltanto in punti separati, nei quali la funzione sarebbe di- 
scontinua, la quale possibilità é tolta dalla supposizione 4) del nostro teorema. 

11. 

Colle supposizioni relative ad t^ e a T fatte alla fine dell'articolo pre- 
cedente, abbiamo i seguenti teoremi: 

I. Se lungo una linea è u = e — -- Oy u sarà per tutto = 0. 

liU 

Dimostreremo prima che una linea X dove m = e — ^= 0, non può 

formare il contomo di una parte di superficie a, dove u è positiva. 

Supposto che ciò fosse possibile si prenda un pezzo della superficie a, 
che abbia per contorno una parte di A e una parte di circonferenza, e che 
non contenga il centro di questa, il che è sempre possibile. Allora, indicando 
con r e 9 le coordinate polari di un punto riferite ad un punto Oo come 
a polo, abbiamo 

i losr-^ds — I u ^—ds = , 

j ^p j ^p 

estendendo gl'inuCgrali all'intero contorno di questo pezzo; quindi, per la 
supposizione fatta, sarà nulla anche la somma di questi integrali estesi al 
solo arco di circolo, cioè 



l udfp-hìogr I —ds = 0; 
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e poiché I ^ d8 = 0j sarà I udq> = 0, ciò che contradice alla sapposizione 

che u sia sempre positivo neirinterno di a. 

In simil modo si dimostrerà che l'equazioni «« == 0, — = non pos- 
sono verificarsi in una parte di contorno di un*area b dove u è negativo. 

Ora se nella superficie T in una linea fosse u = 0e^— = 0y e in una 

parte della stessa fosse u differente da zero, questa parte di superficie o do- 
vrebbe essere limitata da questa linea stessa, o da una parte di superficie dove u 
fosse zero, e quindi sempre dovrebbe aver per contomo una linea dove fos- 
sero u e -^ = 0, il che contradice a ciò che abbiamo dimostrato. 

IL Se il valore di u e di — è dato lungo una linea, u rimane de- 

^P 
terminato in tutte le parti di T. 

Siano Ui e u% due funzioni date che sodisfano alle condizioni poste per tf, 
queste saranno sodisfatte anche dalla loro differenza Ui — Ui come risulta, 
sostituendo la medesima neirequazioni relative. Ora se Ui e Ut ^ le loro 
derivate prime coincidessero lungo una linea, e non coincidessero in un'altra 
parte di superficie, lungo questa linea sarebbe 

^ 7)(U| — Ut) . 

Ux — u% = 0, -^ — = 

^P 

senza che fosse per tutta la superficie Ui — Ut=^ 0, contro il teorema I. 

III. / punti di T, nei quali u è costante, formano necessariamente, 
quando u non è per tutto costante, linee, che separano una parte di su- 
perficie dove u è maggiore da un'altra dove u è minore. 
Questo teorema è composto dei seguenti: 

u non può in un punto di T avere un minimo o un massimo; 

u non può essere costante soltanto in una parte della superficie; 

le linee nelle quali u^=0 non possono limitare da ambedue le parti 
aree nelle quali u — a ha lo stesso segno. 

Teoremi, Topposto dei quali, come è facile a vedersi, trascinerebbe 
sempre una negazione dell'equazione dimostrata nel paragrafo precedente 



:^:= — Ittrfy, \{u — u^)dif>^-0, 



e che quindi sono impossibili. 
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12. 

Torniamo ora a considerare una variabile complessa w = u~hviy la 
quale in generale (cioè senza escludere un'eccezione in linee e punti singo- 
lari) ha per ogni punto della superficie T un valore determinato colla 
posizione di 0, e che varia in modo da sodisfare all'equazioni 

e come già abbiamo stabilito, diciamo che una variabile Wj la quale gode 
queste proprietà, è una funzione di z = x -h iy. Per semplicità in seguito 
supporremo che una funzione di z non debba possedere discontinuità che pos- 
sano togliersi per la mutazione del suo valore in un punto separato. 

Prendiamo prima la superficie T semplicemente connessa, e per tutto 
semplicemente distesa sopra A. 

Teorema. Se una funzione w di z non ha mai interruzioni di conti- 
nuità lungo una linea, e per un punto qualunque 0' della superficie in 
cui sia z^^z\ w(z — /) diviene infinitamente piccolo quando si avvi- 
Cina indefinitamente ad 0\ essa e tutte le sue derivate in tutti i punti 
della superficie sono finite e continue. 

Le supposizioni fatte relativamente alle variazioni di w , ponendo 
z — J = 9^*^, divengono relativamente ad w e a y le seguenti : 

1) — = per ogni parte della superficie T; 

7)d? oy 

2) — -f- — =0 per ogni parte della superficie T ; 
7)y ^x 

3) le funzioni u e t; non sono discontinue lungo una linea; 

4) per ogni punto 0', qu e qv divengono infinitamente piceoli quando 
diviene infinitamente piccola la distanza ^ di da 0'; 

5) per le funzioni u ^ v sono escluse le discontinuità che possono 
togliersi mutando il loro valore in punti separati. 

In conseguenza delle supposizioni 2), 3), 4), per TArt. 9, III., sarà per 
ogni parte della superficie T 



J(" 



estendendo Vintegrale a tutto il contorno di T; e quindi Tintegrale 

( lix >y\ , 
u— — V r^\ds 
(7)5 ^s) 



£(• 



27 
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esteso a una linea qualunque che va da Oo ad (per TArt. 9, IV.) prende 
sempre lo stesso valore, e, riguardando Oo come fisso, forma una funzione U 
di j? e di y necessariamente continua per tutto fuorichè in punti separati, 

la quale (Art. 9, V.) ha in ogni punto per derivate parziali — - = w, r— = — v. 

Sostituendo questi valori per u q v, \q supposizioni 1), 3), 4) divengono le 
condizioni del teorema dato alla fine del paragrafo 10. Dunque la funzione U 
e tutte le sue derivate sono finite e continue in tutti i punti di T , e in 

conseguenza lo stesso varrà anche per la funzione complessa w^=z: * r— 

dx oy 

e per tutte le sue derivate prese rapporto a ::. 

13. 

Passiamo ora a determinare che cosa accade quando, ritenendo le altre 
supposizioni dell'Art. 12, ammettiamo che per un dato punto 0' della su- 
perficie T, (-5 — /)/t; = Qe^^ w non diviene più infinitamente piccolo per Tin- 
finito avvicinarsi di ad 0'. In questo caso w diviene infinito coirinfinito 
avvicinarsi di ad 0', e supporremo, che se w non è dello stesso ordine 

di -, cioè se il quoziente di ambedue queste quantità non ha per limite 

Q 
una grandezza finita, almeno gli ordini delle medesime stiano tra loro in 
un rapporto finito, in guisa che si possa trovare una potenza di q, per la 
quale moltiplicata w , il prodotto col decrescere infinito di q converga verso 
un limite finito o verso zero. Se ju è l'esponente di questa potenza e ^ il 
prossimo numero intero superiore la quantità {z — z'Yw — ^**^"^*w; diverrà 
infinitamente piccola con q, e quindi {s — /)**-*«^ sarà una funzione di z 

((Kg z'Y'^w \ 

poiché -^ j^ è indipendente da dz\, la quale in questa parte della 

superficie soddisferà alle supposizioni dell' Art. 12, e in conseguenza sarà 
finita e continua nel punto 0'. Se indichiamo con an^\ il suo valore nel 
punto 0', {z — z'Y~^ w — «n-i sarà una funzione che in questo punto è con- 
tinua e eguale a zero, e in conseguenza diviene infinitamente piccola con q, 

onde per l'Art. 12, la espressione {z — z'y^ tv — -^^-^^^, è una funzione 

continua nel punto 0'. Continuando questo processo, w per la sottrazione di 
una espressione della forma 

z — 3''^{z — zy ••• {z — z')"^' 
diverrà evidentemente una funzione che resta finita e continua nel punto 0'. 
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Dunque se le supposizioni deir Art. 12 sono modificate soltanto in 
questo, che la funzione tv debba divenire infinita per l'infinito avvicinarsi 
del punto a un punto 0' della superficie T, l'ordine di questo infinito 
(una quantità che cresce nel rapporto inverso della distanza si considera 
come un infinito di primo ordine) se è finito sarà necessariamente un nu- 
mero intero; e se questo numero è m^ la funzione w aggiungendo ad essa 
una fmizione che contiene 2m costanti arbitrarie, si trasforma in una fun- 
zione continua nel punto 0'. 

Osservazione, Consideriamo una funzione come contenente una sola co- 
stante arbitraria, se tutti i modi possibili di determinarla abbracciano una 
sola dimensione. 



14. 



Le limitazioni, che abbiamo fatte negli Art. 12 e 13 relativamente 
alle superficie T, non sono essenziali perchè sussistano i risultati ottenuti. 
Evidentemente ogni punto di una superficie qualunque può circondarsi con 
un pezzo della medesima che possieda la proprietà che abbiamo ivi supposta, 
eccettuato soltanto il caso, in cui questo punto fosse un punto dì giramento 
della superficie. 

Per studiare questo caso, immaginiamoci la superficie T o un pezzo 

qualunque di essa, che contenga un punto di giramento di {n — l)«»»»»»o ordine, 

j. 
dove sia <? = /== ^' -f- iy\ riportata per mezzo della funzione t = (^ — /)*• 

sopra un altro piano ^, cioè immaginiamo il valore della funzione f = J -f- f ij 
nel punto rappresentato da un punto 0, che ha per coordinate ortogonali f 
e ij, e consideriamo il punto come Y immagine del punto 0. In questo modo 
si ottiene per rappresentazione di questa parte della superficie T una superficie 
connessa distesa sopra A, che non ha punto di giramento nel punto & im- 
magine del punto 0', come passiamo a dimostrare. 

Per fissar le idee immaginiamo descritta una circonferenza nel piano A 
col centro in 0' e col raggio B, e condotto un diametro parallelo all'asse 
delle X, lungo il quale z — z prenderà i valori reali. La porzione di su- 
perficie T compresa da questo circolo, che racchiude il punto di giramento, 
quando si prenda B sufiicientemente piccolo, rimarrà spezzata da ambedue le 
parti del diametro in n semicircoli separati uno dall'altro. Da quella parte del 
diametro, nella quale y — y' è positivo, indichiamo questi semicircoli con ai , 
^2 , ... Un, e dalla parte opposta con a\ , a's , ... a'n, e anmiettiamo che 
per valori negativi di x — x\ di, a^^ ... Un, siano attaccati rispettivamente 
con fl'i , a'«, . . . a'n, e al contrario, per valori positivi con o'n, o'i, • • • a'n^i , 



>f» 
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in guisa che un punto che giri intorno a 0' (nel senso conveniente) trascorra 
successivamente la superficie ai, a'i, a,, a's, . . . an, a'n e da dn tomi di 
nuovo in a^ , la qual supposizione evidentemente può sempre farsi. Se intro- 
duciamo ora, per ambedue i piani, coordinate polari, ponendo z — / = p^', 
^ = céi^^ e scegliamo per rappresentare il semicircolo ax quel valore di 

1 j. 9,- \_ 

(z — /)*• = ^♦^ ^ per cui :^ y :^ TT, per tutti i punti di ax sarà cr "^ R' 

e ^ )/; "^ - , quindi le rappresentazioni degli stessi nel piano A saranno 

Ti 

contenute in un settore di un circolo descrìtto intomo a & col raggio B^ che si 

TX 

estende daV^ = OaV^=— ,ea ogni punto di ax corrisponde un punto di questo 

settore, che si muove con continuità insieme con esso, e viceversa, onde s^ue 
che la imagine della superficie ax è una superficie semplicemente connessa di- 
stesa sopra questo settore. In simil modo si ottiene per imagine del semicircolo 

dx un settore che si estende da U^ = - a U^ = — , per as un settore che si estende 

daU/ = — fk ip = — , finalmente per dn un settore che si estende da 
fi n 

\p = ^ ^ a V = 2;r, se per ogni punto di queste superficie pren- 
diamo (f successivamente compreso tra n e 27r, 2n e Stt, . . . {2n — l)7r 
e 2n7iy ciò che è sempre possibile e in un sol modo. Ma questi settori si 
attaccano Tuno all'altro nell'ordine stesso con cui si succedono i semicir- 
coli a e d, in modo che a punti consecutivi corrispondono punti consecutivi, 
perciò formano insieme uniti una imagine di un pezzo della superficie T 
che racchiude il punto 0', e questa imagine è evidentemente una superficie 
connessa distesa semplicemente sopra il piano A, 

Una variabile che per ogni punto ha un determinato valore, lo ha 
anche per ogni punto e viceversa, poiché ad ogni corrisponde soltanto 
un €>, e ad ogni soltanto un ; quindi, se è funzione di ^ , è anche fun- 
zione di ?, poiché se — é indipendente da dz, anche —tl é indipendente 

da flfj, e viceversa. Da ciò risulta che i teoremi degli Art. 12 e 13 pos- 
sono essere applicati a tutte le funzioni t^ di ^ anche nei loro punti di gi- 

ramento, purché si considerino come funzioni di {z — /)•• : onde abbiamo il 
seguente 

Teorema. Se una funzione w di z diviene infinita coWinfiniio avvi- 
cinarsi del punto a un punto di giramento di (n — l )««»»<» ordine 0', 
questo infinito è necessariamente dello stesso ordine di una potenza della 
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dislama il cui esponente è un multiplo di - , e se questo esponente è 

— — , aggiungendo alla medesima funzione una espressione della forma 
n 

ai fl» , . dm 

I-I tH ^ ^ 

{z — 2^Y {z—sy {z—s^y 

dove ai, ai ... am sono quantità complesse arbitrarie, si può trasformare 
in una funzione continua nel punto &. 

Come corollario di questo teorema si può dedurne, che la funzione w 

è continua nel punto 0', se {z — z')^ w diviene infinitamente piccolo quando 
si avvicina infinitamente ad 0'. 

15. 

Se immaginiamo ora una funzione di z, che abbia un valore determi- 
nato per ogni punto della superficie T distesa comunque sopra A, e che 
non sia per tutto costante, i-appresentata geometricamente, in modo che il 
suo valore w = U'-i-iv nel punto venga rappresentato da un punto Q del 
piano B, che abbia per coordinate ortogonali u e v, avremo il seguente 
teorema : 

I. L'insieme dei punti Q formerà una superficie S, nella quale a ogni 
punto corrisponde un determinato punto della superficie T, e facendo muo- 
vere con continuità Q sopra S, anche si muoverà con continuità sopra T. 

Per dimostrare questo teorema è evidente che basterà provare, che la 
posizione di Q varia sempre (e in generale con continuità) con quella di 0. 
Questa prova è contenuta nel seguente 

Teorema. Una funzione w = u-hiv di z non può essere costante 
lungo una linea, senza esser per tutto costante. 

Dimostrazione. Se w lungo una linea avesse un valore costante a + ib, 
si avrebbe in questa linea 

^ 7)(m — a) Isv _ 

T^jP ^s 

e per tutto 

li\u — a) y{u-a) 

quindi, per il teorema I dell* Art. Il, si avrebbe per tutto u — a=a>0, e 

poiché — = — , — = — —, anche v — * = per tutto, contro il sup- 
ox ay oy vX 

posto. 
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II. In conseguenza delle supposizioni fatte in I.,tra le parti di S non 
può esservi connessione, senza che vi sìa connessione delle parti corrispon- 
denti di T ; viceversa per tutto dove in T è connessione q w è continua, cor- 
risponde connessione in S. 

Ciò presupposto, corrisponde il contomo di S da una parte al contomo 
di T, dall'altra ai posti di discontinuità; ma le sue parti interne, esclusi- 
punti singolari, per tutto sono semplicemente distese sopra B, cioè in nessun 
luogo vi è intersezione di parti sovrapposte o piegature della superficie. 

Affinchè si verificasse la prima ipotesi, poiché la connessione di T cor- 
risponde per tutto a quella di S, sarebbe necessario che in T vi fosse una 
intersezione, contro il supposto. Dimostriamo ora che non può verificarsi la 
seconda. 

Proviamo prima, che un punto Q', dove -r- è finita, non può trovarsi 

in un piegatura di S. 

Se racchiudiamo il punto 0', a cui corrisponde Q', in una porzione di 
superficie T di forma qualunque e di dimensioni indeterminate, si devon po- 
tere (secondo Y Art. 3) prendere le dimensioni della stessa sempre così 
piccole, che la forma della porzione corrispondente di S ne differisca di tanto 
poco quanto si vuole, e in conseguenza cosi piccole che il contorno della 
stessa sul piano B separi una porzione che racchiude Q'. Ma questo è im- 
possibile se Q' si trova in una piegatura della superficie S. 

Ora -j^ come funzione di j, per il teorema I., può essere eguale a zero 

soltanto in punti separati, e poiché è continua nei punti di T che si censi- 
dei-ano, può divenire infinita soltanto nei punti di giramento; dunque ecc. 
come volevamo dimostrare. 

III. In conseguenza la superficie S è una superficie, per la quale val- 
gono le supposizioni fatte per T nell' Art. 5 ; e in questa superficie per 
ogni punto Q la variabile 2 ha un valore determinato, che varia con conti- 
ri» 

nuità colla posizione di Q, e in modo che j— è indipendente dalla direzione 

del moto di Q. Dunque z è nel senso stabilito in principio una funzione 
continua della variabile complessa w per il campo rappresentato dalla su- 
perficie S. 

Da ciò segue inoltre: 

Se 0' e Q' sono due punti corrispondenti delle superficie T ed S, e nei 
medesimi è i=^ /, w = w\ e se nessuno di essi è un punto di giramento, 

r coU'awicinarsi infinitamente di ad 0' converge verso un limite 
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finito, e le rappresentazioni delVuna per l'altra sono simili nelle parti infi- 
nitesime ; ma se Q' è un punto di giramento di {n — l)««>»»o ordine, e 0' un 

punto di giramento di (m — ly^^o ordine, ^^ ^T coli' avvicinarsi infini- 

(4' — /)*" 
tamente di ad 0' convergerà verso un limite finito, e per le parti di su- 
perficie prossime ad essi si ha un modo di rappresentazione quale risulta 
facilmente dall'Art. 14. 

16. 

Teorema. Se a e ^ sono due funzioni qualunque di x e di y, per le 
quali l'integrale 

J L\^^ ^yf \^y ^^/ J 

esteso a tutte le parti della superficie T distesa comunque sopra A, ha 
un valore finito, facendo variare a di funzioni continue o discontinue 
soltanto in punti separati, le quali sul contorno siano eguali a zero, l'in- 
tegrale acquisterà sempre per una di queste funzioni un valore minimo^ 
e uno soltanto, se si escludono le discontinuità che possono togliersi colla 
mutazione del loro valore in punti separati. 

Indichiamo con k una funzione qualunque continua o discontinua sol- 
tanto in punti separati, che nel contorno è = 0, e per la quale l'integrale 



-j[(iy-(-i)> 



esteso a tutta la superficie ha un valore finito, con oì una qualunque delle 
funzioni a H- X, finalmente con ili l'integrale 

JLV^^ ^yJ \^y ^^/J 

esteso a tutta la superficie. L'insieme delle funzioni X forma un campo con- 
tìnuo e chiuso, poiché ciascuna di queste funzioni si converte con continuità 
in ciascuna delle altre, ma non si può avvicinare infinitamente a una fun- 
zione discontinua lungo una linea senza che L divenga infinito (Art. 17); ora, 
posto 0) = a -f- A, /2 prende per ogni funzione X un valore finito, che diviene 
infinito con L, varia con continuità colle forme di A, ma non può abbassarsi 
al di sotto di zero; dunque Q ha almeno un minimo per una forma della 
funzione w. 
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Per dimostrare la seconda parte del nostro teorema, sia u una delle 
funzioni co, che fa acquistare ad 12 un valore minimo, h una indeterminata 
costante in tutta la superficie, in guisa che u-h hi sodisfi a tutte le con- 
dizioni alle quali abbiamo assoggettato la funzione w. Il valore di Q che, 
per co = n-f- A A, diviene 



J L W-^^ ^y / "^ \ ^y '^ ^^ / J 
J L\ ^^ ^y / ^^ \ ^y ^^ / ^y J 

deve per ogni k (dietro il concetto del minimo) divenire maggiore di M, 
quando si prenda h sufficientemente piccolo. Ma questo esige, che per ogni 
forma di A, sia N -- ; poiché altrimenti 

2N 
diverrebbe negativo prendendo h di segno opposto a f- e minore di questa 

Li 

quantità astrazion fatta dal segno. Il valore di /2 per co := j^ + A, nella qual 

forma evidentemente sono compresi tutti i possibili valori di co, diviene 

parciò eguale ad M + L, e quindi essendo L essenzialmente positivo. Sì non 

può avere per alcun'altra forma di co un valore minore di quello che ha 

per 0) = w. 

Se per un*altra u' delle funzioni co, Sé avesse un valore minimo M', si 

potrebbe ripetere lo stesso ragionamento, e avremmo M"^ M, e M "^ M', 

onde M = M'. Ma se poniamo u sotto la forma 2^ + A', per M' avremo la 

espressione M + L', indicando con V il valore di L per X = k\ e Tequa- 

zione M = M' darebbe V = 0. Ora questo è possibile solamente quando per 

tutta la superficie siano — - = 0, — - — 0, e perciò finché X è continua, questa 

ox oy 

funzione ha necessariamente un valore costante, e quindi poiché essa nel 
contorno è uguale a zero e non è discontinua lungo una linea, questo va- 
lore potrà differire da zero al più in qualche punto separato. Dunque due 
funzioni co, che fanno acquistare ad Sa un valore minimo, non possono diffe- 
rire tra loro altro che in punti separati, e se nella funzione u vengono poste 
da parte le discontinuità che possono togliersi mutandole il valore in punti 
separati, essa sarà completamente determinata. 
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17. 

Ora bisogna dimostrare, che rimanendo finita L, la funziono A non può 
avvicinarsi infinitamente a una funzione y discontinua lungo una linea, cioè 
se A è assoggettata alla condizione di coincidere con y al di fuori di una 
parte di superficie T' che racchiude la linea di discontinuità, T' potrà pren- 
dersi così piccola che L divenga maggiore di una quantità qualunque data C. 

Dando il solito significato ad 5 e a jo relativamente alla linea di disconti- 
nuità, indichiamo con k la curvatura corrispondente a un valore qualunque 
di 5, considerandola positiva, dalla parte convessa delle p positive, e con px 
il valore di p nel contorno di T' dalla parte positiva, e con jo, quello dalla 
parte negativa, con y\ ^ y% \ valori corrispondenti di y. Se consideriamo ora 
ima parte qualunque di questa linea a curvatura continua, la parte di T 
compresa tra le normali ai punti estremi, se non si estende fino ai centri 
di curvatura, dà per la relativa parte del valore di L 

ma il minimo valore dell' espressione 



£■(!)•(.-«* 



per i valori limiti fissi di y^ e /j di A si trova colle regole note eguale a 

log (1 — kpt) — log (1 — kp,) 

e quindi questa parte dell'integrale, comunque sia preso A dentro T , diviene 
necessariamente maggiore di 



j 



(yi — nYkds 



log(l— Arpa)— log (1—A;?i) ' 

La funzione y sarebbe continua per jo = 0, se il maggior valore che 
può prendere (y, — y^y per 7ri>/?, >0 e 7t^<Cpi<CQ, divenisse infinita- 
mente piccolo con ;r, — 7ii\ quindi per ogni valore di 5, potremo prendere 
una quantità finita m in guisa, che per quanto piccolo si prenda n^ — n^, 
continuamente siano compresi valori di /?, e p^ tra i limiti espressi da 

(dove i segni di eguaglianza si escludono scambievolmente), per i quali 

28 
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(Yi — Y2Y divenga maggiore di m. Se ammettiamo quindi colle limitazioni 
stabilite una forma qualunque per T , dando api e a j9t determinati valori 
Pi e Pt, e indichiamo con a il valore dell'integrale 



j> 



mkd$ 



log(l— AP,)-log(l-AP.) 

esteso alla parte che si considera della linea di discontinuità, potremo evi- 
dentemente fare 



j 



{Yi — rtYkdi ^^ 



log (1 — kpt) — log (l — kp,) 



prendendo pi e pt per ogni valore di s in modo che siano sodisfatte le dise- 
guaglianze 

Pi < —]■ 1 Pt > ^—j- — , (Yì — YtY > m . 

Ma segue da ciò che, comunque si prenda A in T\ la parte di L che si ri- 
ferisce al pezzo di T' preso in esame, e in cons^uenza anche L stessa, sarà 
maggiore di C, come volevamo dimostrare. 

18. 

Secondo V Art. 16, per la funzione u ivi considerata, e per una qua- 
lunque delle funzioni A, abbiamo 

quando si estenda Tintegrale a tutta la superficie T. Da questa equazione 
dobbiamo ora dedurre altre conseguenze. 

Se separiamo dalla superficie T una porzione T che racchiuda i posti 
di discontinuità di u, fi, A, si trova la parte di N relativa airaltra porzione 

di superficie T" , per mezzo dell* Art. 7 , ponendo ( — r^ U in luogo 

di X e I + --^ j A in luogo di Y , essere eguale a 
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Per la condizione relativa al contorno alla quale abbiamo assoggettato la 
funzione X, la parte delVìntegrale 



M-^) 



Xds, 



che si riferisce alla porzione di contorno di T' comune a T, si annullerà; 
in guisa che N potrà riguardarsi come composta dell* integrale 



-j( 



$+-u^ 



esteso a T'', e dalla somma dei due integrali 

estesi alla sola porzione T'. 

Ora se zr-^-4---^ fosse differente da zero in una parte qualunque 

della superficie T , N prenderebbe evidentemente un valore differente da zero, 
tosto che A si prendesse, il che può farsi, eguale a zero in T' , e in T" tale 

che A I — - H- — - 1 avesse per tutto lo stesso segno. Ma se — r -I- — r è 
\^a:^ 7)yv ^ 7)4?* l>y* 

nullo per tutto, sparisce la parte di N relativa a T'' per ogni A , e la con- 
dizione N = risulta allora dall* annullarsi le parti relative alle porzioni 
di superficie che racchiudono le discontinuità. 

Per le funzioni -^ e -^^ — h -r^ abbiamo perciò, indicando 

7)^ 7>y l^y ^x 

con X la prima e con Y la seconda, non solamente in generale l'equazione 



ma anche 



j( 






X^ + T^)rf,=.-0, 



quando si estenda Tintegrale a tutto il contomo di una parte qualunque 
di T, e quindi questa espressione in generale ha un valore determinato. 

Se dunque riduciamo (secondo l'Art. 9, V.) la superficie T, quando 
essa è molteplicemente connessa, per mezzo di trasversali in una T* sem- 
plicemente connessa, l'integrale 

^0, 



£< 



7>« 



7^5 / 
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ha lo stesso valore per ogni linea che sopra T* va da Oo ad 0, e riguar- 
dando Oo come fisso, forma una funzione di a: e di y, che in T* è per tutto 
continua e lungo una trasversale offre la stessa variazione da ambedue le parti. 
Questa funzione r aggiunta a /:? ci dà una funzione v=fi-\-y le cui derivate 
parziali sono 

lio: ~ T^y ' Dy lux ' 

Quindi abbiamo il seguente 

Teorema. Se è data una mperficie connessa T, ridotta per messo 
di trasversali in una semplicemente connessa T*, una funzione complessa 
a-\-ifi di X e y , per la quale 

esteso a tutta la superficie abbia un valore finito, si potrà sempre, e in 
un sol modo convertire in una funzione di z, aggiungendole una funzione 
/t-j-r/ di X e y assoggettata alle seguenti condiiioni: 

1) fi é nel contorno =0, o soltanto differente dazerò in punti se- 
parati ^ V è dato in un pttnto qualun(iue\ 

2) le variazioni di fi in T, quelle di v in T* sono soltanto discon- 
tinue in punti separati, e soltanto in modo che restino finiti gl'integrali 

estesi a tutta la superficie^ e le variazioni di v sono eguali fra loro da 
ambedue le parli lungo le trasversali. 

La compatibilità delle condizioni che determinano fi -|- v i segue da ciò, 
che fi , per cui riman determinato v sino a una costante da aggiungersi, dà 
sempre un minimo dell'integrale /2, poiché posto u = a-\-fi, evidentemente 
si ha N = per ogni X; proprietà che secondo l'Art. Itì appartiene sol- 
tanto a una funzione. 

19. 

I principi che costituiscono il fondamento del teorema alla fine del pa- 
r^rafo precedente, aprono la via a studiare determinate funzioni di una va- 
riabile complessa (indipendentemente da una espressione dello medesime). 

Per orientarsi sopra questo terreno servirà il percorrere il complesso delle 
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condizioni che si richiedono per determinare una tal funzione in una data 
estensione. 

Se prima ci teniamo in un caso particolare, in cui la superficie distesa 
sopra A, nella quale il campo delle funzioni è rappresentato^ è semplicemente 
connessa, la funzione iv =^u-{'V i sarà determinata dalle seguenti condizioni: 

1) è dato per u in tutti i punti del contorno un valore, che per infi- 
nitamente piccole variazioni di luogo varia d'infinitamente piccole quantità 
dello stesso ordine, ma che del resto sono qualunque (*); 

2) il valore di d; è dato arbitrariamente in un punto scelto a piacere ; 

3) la funzione in tutti i punti dev' essere finita e continua. 
Ma da queste condizioni è completamente determinata. 

Infatti ciò si deduce dal teorema dell'articolo precedente, determinando, 
come è sempre possibile a + /?2 in modo che a sia nel contomo eguale al 
dato valore, e in tutta la superficie, per ogni variazione di luogo infinita- 
mente piccola, la variazione di «-|-/?e sia infinitamente piccola dello stesso 
ordine. 

Dunque, in genei-ale, u può esser data nel contorno come una funzione 
di s interamente arbitraria, e con essa v rimane per tatto determinata; ma 
reciprocamente può anche prendersi v comunque in ogni punto del contorno, 
e no seguo allora il valore di u. Il campo che. si ha per la scelta dei va- 
lori di w nel contorno abbraccia perciò una varietà di una dimensione sola 
per ogni punto, e la completa determinazione degli stessi richiede per ogni 
punto del contorno un* equazione, ma non sarà necessario che ciascuna di 
queste equazioni si riferisca soltanto al valore di un termine in un sol punto 
del contorno. Per questa determinazione potrebbe anche esser data per ogni 
punto del contorno una equazione che mutasse continuamente la sua forma 
colla posizione di questo punto, e contenesse ambedue i termini; oppure, 
riguardando il contorno come diviso in n parti, e ad ogni punto di una di 
queste parti essendo associati in un modo determinato n — 1 punti presi da 
ciascuna delle altro parti, potrebbero essere date per questi n punti n equa- 
zioni simultanee, che variassero colla loro posizione. Ma queste condizioni, 
il cui insieme forma una continua varietà, e che sono espresse da equazioni 
tra funzioni arbitrarie, affinchè siano ammissibili e sufiicienti per la deter- 
minazione di una funzione per tutto continua neirinterno di una data esten- 
sione, abbisognano ancora di una limitazione o complemento mediante par- 
ticolari equazioni di condiziono - equazioni relative alle costanti arbitrarie - 



(^) Le variazioni di questo valore non sono veramente soggette ad altra limitazione, 
fuori che a quella di non essere discontinue lungo una parte del contomo : abbiamo fatto 
una più stretti limitazione per maggior semplicità. 
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perchè sino a questo non sì estende evidentemente la precisione del nostro 
teorema. 

Nel caso in cui il campo delle variazioni di j è rappresentato da una 
superficie molteplicemente connessa, queste considerazioni non richiedono alcun 
cangiamento, poiché Y applicazione del teorema dell' Art. 18, dà una fun- 
zione che differisce dalla precedente, solo nei cangiamenti che riceve per 
l'oltrepassare delle trasversali, cangiamenti, che possono esser fatti ^uali 
a zero, se le condizioni ai limiti contengono un numero di costanti dispo* 
nibili, eguale al numero delle trasversali. 

Il caso in cui nell'interno vi è una interruzione di continuiti lungo una 
linea si riduce al precedente, riguardando questa linea come una trasversale 
della superficie. 

Se finalmente in un punto separato vi è una interruzione di continuità, 
e quindi, secondo l'Art. 12, è ammesso che la funzione divenga infinita 
in un punto, conservando le supposizioni fatte nel primo caso, per questo 
punto potrà esser data una funzione di ^, che sottratta renderà continua la 
funzione da determinarsi, e perciò rimarrà pienamente determinata. Poiché si 
prenda »-{-/?/ eguale a questa funzione data, in un circolo piccolo quanto 
si vuole descritto intorno al punto di discontinuità, ma del resto conforman- 
dosi a quanto abbiamo stabilito, sarà 

Xi(ìr-^)"-(t-f)>- 

estendendo l'integrale a questo circolo ; ed estendendolo alle altri parti sarà 
eguale a una quantità finita, e si potrà applicare il teorema dell'articolo 
precedente, con che si ottiene una funzione che ha la voluta proprietà. Da ciò, 
per il teorema dell' Art. 13, seguirà, che in generale, quando in punti se* 
parati di discontinuità la funzione diverrà infinita di ordine n, bisognerà 
aggiungere un numero di 2^ costanti. 

Kappresentata geometricamente (secondo l' Art. 15) una funzione w 
di ima variabile complessa ir , in un dato campo di due dimensioni, dà una 
imagine S, che cuopre un piano B, simile nelle minime parti, esclusi sol- 
tanto punti separati, a una superficie T che cuopre il piano A. Le condizioni 
trovate necessarie e sufScìenti alla determinazione della funzione, si riferi- 
scono al suo valore, o nei punti del contorno, o in quelli di discontinuità; 
compariscono quindi (Art 15) tutte come condizioni per lo posizioni del 
contorno di S, e danno per ogni punto del contorno una equazione di con- 
dizione. Se ciascuna delle stesse si riferisce a un sol punto del contorno, 
verranno rappresentate da una serie di curve, delle quali per ogni punto del 
contomo, una forma il luogo geometrico. Se due punti consecutivi del con- 
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torno, SODO assoggettati a due comuni equazioni di condizione, nascerà tra 
due parti del contorno una tal dipendenza, che presa arbitraria la posizione 
dell'una, ne seguirà la posizione dell'altra. In modo analogo per altre forme 
dell'equazioni di condizione risulta un significato geometrico, che noi ora non 
vogliamo indagare più oltre. 

20. 

L'introduzione delle quantità complesse in matematica ha la sua ori- 
gine e immediato scopo nella teorica delle più semplici relazioni tra le va- 
riabili, esprimibili per mezzo di operazioni di calcolo ('), cioè se estendiamo 
queste relazioni, dando alle variabili, alle quali si riferiscono, valori com- 
plessi, si presenta una permanente armonia e regolarità che altrimenti non 
potrebbe aversi. I casi nei quali questo è accaduto, abbracciano finora un 
piccol campo - si possono quasi tutti ridurre a quelle relazioni tra due 
variabili, nelle quali una o è funzione algebrica (^) dell'altra, o ha per de- 
rivata una funzione algebrica dell'altra - ma ad ogni passo che qui si è fatto, 
non solo si è dato ai risultati ottenuti senza l'aiuto delle quantità complesse 
una forma più semplice, e completa, ma si è aperto anche la via a nuove 
scoperte, come mostra la storia delle ricerche sopra le funzioni algebriche, 
circolari o esponenziali, ellittiche e abeliane. 

Mostriamo brevemente ciò che per le nostre ricerche nella teorica di 
tali funzioni si è ottenuto. 

I metodi precedenti per lo studio di queste funzioni ponevano sempre 
come definizione una espressione della funzione, dalla quale fosse dato il di 
lei valore per ogni valore dell'argomento ; le nostre ricerche dimostrano che, 
in conseguenza del carattere generale di una funzione di una variabile com- 
plessa, in una definizione di questa specie una parte dei dati, che servono 
alla determinazione delle funzioni è conseguenza dell'altra, e li riducono ai 
soli necessari. Questo rende essenzialmente più semplice lo studio delle me- 
desime. Per esempio, per dimostrare l'eguaglianza di due espressioni della 
stessa funzione, si dovrebbero altrimenti trasformare Tuna nell'altra, cioè mo- 
strare che ambedue coincidono per ogni valore della variabile ; ora basta la 
prova della loro coincidenza in una estensione molto minore. 



(1) Riguardiamo qai come operazioni elementari Taddizionc, la sottrazione, la mol- 
tiplicazione e la divisione, Tintegrazione e la differenziazione, e una relazione la riguar- 
diamo tanto più semplice, quanto minor numero di operazioni elementari contiene. In fatti 
tutte le funzioni introdotte fin qui nelPAnalisi si possono de6nire mediante un numero 
finito di queste operazioni. 

(^) Cioè quelle relazioni nelle quali tra le due variabili esiste un'equazione algebrica. 
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Una teorica di queste funzioni fondata sopra questi principi stabilirebbe 
la formazione della funzione (cioè il suo valore per ogni valore deirargo- 
mento) indipendentemente da una determinazione della stessa mediante ope- 
razioni di calcolo, aggiungendo al general concetto di una funzione di una 
variabile complessa soltanto i dati necessari alla determinazione della fun- 
zione, e allora passerebbe alle differenti espressioni che possono darsi alla 
funzione. Il carattere comune a un genere di funzioni, che si esprimono in 
modo simile per operazioni di calcolo, si rappresenta allora sotto la forma 
di condizioni relative ai limiti, e alle discontinuità. Per esempio, se il campo 
delle variazioni di ^ è disteso sopra tutto il piano infinito A semplicemente, 
molteplicemente, e nello stesso la funzione ha soltanto discontinuità in 
punti separati, e soltanto acquista infiniti di ordine finito (dove per un in- 
finito s si riguarda come infinito di primo ordine questa quantità stessa, e 

per ogni finito valore / della stessa la quantità - — ^) la funzione è neces- 
sariamente algebrica, e reciprocamente ogni funzione algebrica sodisfa a queste 
condizioni. 

Tralasceremo per ora lo sviluppo di questa teorica, il quale, come ab- 
biamo osservato, è diretto a porre in luce le semplici relazioni espresse da 
operazioni di calcolo, perchè escludiamo presentemente lo studio deirespres- 
sione di una funzione. 

Per la stessa ragione non ci occupiamo qui di mostrare Tuso del nostro 
teorema come fondamento di una teorica generale di queste relazioni, al che 
si richiede di provare che il concetto di una funzione di una variabile com- 
plessa, su cui qui ci siamo fondati, coincide pienamente con una relazione 
esprimibile per operazioni di calcolo (0- 

21. 

Per rischiarare però il nostro teorema generale gioverà un esempio della 
sua applicazione. 

L'applicazione dello stesso indicata nel precedente articolo, sebbene te- 
nuta di mira nella dimostrazione, è però soltanto im* applicazione particolare. 
Poiché se la relazione è data da un numero finito delle operazioni di eal- 



(') Con ciò intenderemo ogni relazione esprimibile mediante un numero finito o in- 
finito delle quattro più semplici operazioni di calcolo, addizione, sottrazione, moltiplica- 
zione e divisione. Distinguiamo operazioni di calcolo da operazioni numeriche, in quanto 
che in quelle non si ha riguardo alle commensurabilità delle quantità sulle quali il calcolo 
deve effettuarsi. 
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colo ivi considerate come operazioni elementari, la funzione contiene soltanto 
un numero finito di parametri, la qual cosa per la forma di un sistema di 
condizioni ai limiti, e nelle discontinuità &a loro indipendenti, porta la con- 
seguenza che tra loro non si possono presentare condizioni che si possano 
dare arbitrariamente in ogni punto di una linea. Per il nostro attuale scopo 
sembra perciò più conveniente, di scegliere un altro esempio nel quale la fun- 
zione della variabile complessa dipenda da una funzione arbitraria. 

Per facilitare l'intelligenza ci varrenio della rappresentazione geometrica 
usata alla fine dell* Art. 18. Si presenta allora come uno studio della pos- 
sibilità di fare una rappresentazione di una data superficie, che sia connessa, e 
simile all'obiettiva nelle minime parti, e di forma data, dove perciò, nel lin- 
guaggio usato di sopra, per ogni punto del contomo della imagine è dato 
un luogo geometrico, e per tutti i medesimi sono dati (Art. 5) il senso del 
contorno e i punti di giramento. Ci limiteremo alla risoluzione di questo 
problema nel caso, in cui a ogni punto di una superficie corrisponde soltanto 
un punto dell'altra, e le superficie sono semplicemente connesse, nel qual 
caso la risoluzione è contenuta nel seguente 

Teorema. Due date superficie piane semplicemente connesse possono 
sempre riferirsi una all' altra in modo che a ogni punto dell'una corri- 
sponda un punto dell' altra che si muove con quello con continuità e che 
hanno simili le loro parti minime corrispondenti; e può a un punto in- 
terno e a un punto del contomo esser dato comunque il corrispondente ; 
ma questo è sufficiente perchè la relazione sia determinata per tutti i punti. 

Se due superficie T e B sono riferite a una terza S, in modo che si 
trovi similitudine tra le loro parti minime corrispondenti, ne risulta una re- 
lazione tra T e B , per la quale la stessa similitudine ha luogo. Il problema 
di riferire due superficie qualunque una all'altra in modo che tra le mi- 
nime parti corrispondenti si trovi similitudine è ridotto perciò a riportare 
una superficie qualunque sopra un'altra data simile nelle minime parti. Quindi 
se nel piano B nel punto in cui w=^Q descriviamo un circolo E col rag- 
gio 1, per provare il nostro te(»:ema, è necessario soltanto di dimostrare il 
seguente : 

Una superficie qualunque T semplicemente connessa che cuopre A può 
sempre esser riportata sopra a un circolo K continuamente connesso, e si- 
mile nelle minime parti, e soltanto in un modo, in guisa che al centro cor- 
risponda un punto qualunque dato intemo Oq, e a un punto qualunque della 
circonferenza un punto qualunque 0' del contomo della superficie T. 

Per indicare a quale dei due punti Oo ed 0' , appartengono il valore di z 
e il punto Q , diamo a queste lettere i medesimi indici, e descriviamo in T 
intorno a Oo come centro un circolo qualunque d, che non si estenda sino 

29 
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al contorno, e non contenga ponti di giramento. Se prendiamo le coordinate 
polari, ponendo z — iro = ^^^» avremo 

log (-? — -Jo) = log r + y t .. 

La parte reale varia perciò con continuità in tutto il circolo, fuor che nel 
punto Oo , dove diviene infinita. Ma la parte imaginarìa, se si scelgono per 
tutto tra i valori possibili ài <p\ minimi positivi, lungo il raggio dove z — ^o 
è reale e positivo, prenderà da una parte il valore zero, dall* altra il va- 
lore 2;r, ma in tutte le altre parti varìerà con continuità. Evidentemente si 
può prendere invece di questo raggio un'altra linea qualunque l condotta dal 
centro alla periferìa, in guisa che log(j — z^^), coll'oltrepassare del punto 
dalla parte negativa (cioè, dove secondo TArt. 8, jd è negativo) alla positiva 
di questa linea, riceva una diminuzione improvvisa di 27ri, ma del resto vari 
colla posizione di quello con continuità in tutto il circolo. Ora se noi pren- 
diamo la funzione complessa di or e di y, a -f/? e, eguale a log(ir — Zq) nel 
circolo , e fuori dello stesso, prolungando / comunque fino al contomo, in 
modo che 

1) nella periferia di © sia =\og{z — Zq), nel contomo di T soltanto 
imaginaria, 

2) nel passare dalla parte negativa alla positiva di / vari di — 2ni^ 
ma per ogni infinitamente piccolo spostamento, vari di un infini- 
tamente piccolo dello stesso ordine, 

ciò che è sempre possibile; Tintegrale 

esteso al circolo sarà nullo, esteso a tutte le altre parti avrà un valore 
finito, quindi a-hfii, aggiungendole una funzione dì a: e y continua e de- 
terminata in tutto fuor che in una costante imaginaria, la quale funzione è 
soltanto imaginaria nel contorno, può esser convertita in una funzione di 
z, t^m-i-ni. La parte reale m di questa funzione sarà nulla nel contorno, 
eguale a — oo nel punto Oo, e varierà con continuità in ogni altra parte 
di T. Per ogni valore di m compreso tra e — oo , T rimane perciò divisa 
da una linea in cui m = a , in parti nelle quali m<ia e che contengono Oo 
nell'interno, e in parti dove m'^a, e il contorno delle quali è formato in 
parte dal contorno di T, in parte dalla linea dove m = a. L'ordine della 
connessione della superficie da questa divisione o non è mutato o è abbas- 
sato, perciò la superficie si spezza, poiché questo ordine è = — 1, o in due 
pezzi dell'ordine di connessione e — 1 , o in più di due pezzi. Ma questo 
ultimo caso ò impossibile, perchè allora almeno in uno di questi pezzi m 



— 227 — 

dorrebbe essere per tutto finita e continua e costante in tutte le parti del con- 
tomo, quindi o dovrebbe avere in una parte di superficie, un valore costante, 
in qualche luogo - in un punto o lungo una linea - un valore massimo o mi- 
nimo contro ciò che è stabilito nell'Art. 11, III. I punti, nei quali m è 
costante formano dunque linee chiuse per tutto semplici, le quali racchiudono 
il punto Oo ed m verso T interno necessariamente decresce, onde segue, che, 
per un giro positivo (dove, secondo V Art. 8, s cresce) n , in quanto è con- 
tinua, continuamente cresce e quindi soltanto nell' oltrepassare dalla parte 
negativa alla positiva della linea / riceve un'improvvisa variazione di — 2 ti (<), 
diviene eguale a ogni valore compreso tra e 2 /r una sola volta se astrag- 
ghiamo da un multiplo di 2 ti. Se ora poniamo e^==w, e^ ed n divengono 
coordinate polari del punto Q rapporto al centro del circolo E. L'insieme 
dei punti Q forma allora evidentemente una superficie S distesa per tutto 
semplicemente sopra E ; il punto Qo della stessa cade nel centro del circolo ; il 
punto Q' poi può per mezzo della costante da aggiungersi ad n esser portata 
sopra un punto qualunque dato della circonferenza, come volevamo dimostrare. 
Nel caso, in cui Oo è un punto di giramento di {n — 1)^«^ ordine, si 

arriva allo scopo, sostituendo ~ log(i: — So) a log(^ — ^o) « in un modo simile, e 

che si può facilmente completare colle considerazioni dell'Art. 14. 

22. 

Ometteremo qui il completo sviluppo delle ricerche del precedente articolo 
nel caso più generale, in cui a un punto di una superficie debbono corrispon- 
dere più punti dell'altra, e non è supposta per le medesime una semplice 
connessione, poiché prese da un punto di vista geometrico, tutte le nostre ri- 
cerche avrebbero potuto condursi in una forma più generale. Cioè la limita- 
zione, a superficie piane semplici, esclusi punti separati, non è essenziale per 
le stesse: e il problema di riportare una data superficie qualunque sopra 
un'altra qualunque data, in guisa che l'imagine risulti simile all'obiettiva nelle 
minime parti, può trattarsi in modo del tutto simile. Ci contentiamo qui di 
riferirci alle due Memorie di Gauss citate all'Art. 3 e alle DisquU. gen. 
circa sup. Art. 13. 



(1) Poiché la linea l va da un panto interno al pezzo di saperficie che si considera, 
a un punto esterno alla medesima, se essa ne incontra più yolte il contomo deve andare 
una volta di più dall'interno all'esterno, che dalFestemo airintemo e la somma delle 
variazioni improvvise di n in un giro sarà perciò sempre == — 2 ir. 
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XXII. 

LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE (') 

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie I, t. Ili, pp. 65-159, 298-310; 
t. IV, pp. 26-45, S7-70» 297-336, Roma, 1859, 1860). 



INTRODUZIONE 



Una variabile complessa w=^u + iv dicesi funzione di un'altra varia- 
bile complessa jg = x -h iy, quando ad ogni sistema di valori di r e di y 
corrispondono uno o più sistemi di valori determinati di t< e di v. 

Quando ad ogni sistema di valori di a: e di y corrisponde un solo deter- 
minato sistema di valori di e^ e t;, la funzione dicesi monodroma. 

Chiameremo indice di una variabile complessa ^ = a: + iy^ il punto di 
coordinate ^ e y nel piano in cui intendiamo rappresentate nel modo ordi- 
nario le quantità complesse. 

Se la funzione w è continua, quando Vindice di ^ percorre una linea 
continua, anche l'indice di w percorrerà una linea continua. 

La funzione w sarà monodroma, se prenderà lo stesso valore per un va- 
lore di s che abbia l'indice in un punto Z, qualunque sia la linea percorsa 
per arrivarvi. 

La derivata di w rapporto a g 

(liu •^\ . (—u- ' —\ ^ 
7)0? l^xf V7)y l^y) dx 

dz dx-hidy ~ lo.-^ ' 

dx 

ha in generale un valore dipendente da j^, ossia dipendente dalla direzione 

(tx 

in cui si muove l'indice di g quando s aumenta di ds. AfBnchè abbia un sol 



(0 Questa teorica è stata esposta nelle lezioni di Analisi superiore date nella r. Uni- 
versità di Pisa neiranno scolastico 1859-60. 
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valore determinato e indipendente dalla direzione dell' aumento di ^, è neces- 
sario e sufficiente che sia 

Le funzioni che godono questa proprietà, e quindi sodisfano alle equazioni (1) 
e (2), da Gauchy sono state chiamate monogene. 

Dicesi funzione analitica di una variabile complessa z una funzione, i 
cui valori si possono esprimere tutti mediante un nimoiero finito o infinito di 
operazioni elementari di calcolo effettuate sopra il valore di g. Le funzioni 
analitiche sono tutte monogene. 

Chiameremo funzioni intere quelle funzioni analitiche i cui valori pos- 
sono esprimersi mediante una serie di potenze positive e intere della varia- 
bile Sy convergente per qualunque valore reale o complesso di z. Chiame- 
remo funzioni fratte quelle funzioni analitiche i cui valori si possono espri- 
mere mediante il rapporto di due funzioni intere. 

Diremo residuo integrale di una funzione w rispetto a una linea il va- 
lore dell'integrale J^ dz, quando s'intenda effettuata T integrazione facendo 
percorrere all'indice di z tutta la linea. 

2. 

I principi fondamentali della teorica delle funzioni monogene e mono- 
drome saranno il punto di partenza, dal quale saremo condotti naturalmente 
alle funzioni che fanno il soggetto principale di questa monografia. 

Teorema 1. Il residuo integrale di una funzione monogena e monodroma 
Wy rispetto a una linea chiusa C, è sempre eguale a zero, quando w non di- 
viene infinita o discontinua in alcun punto compreso nell'area della linea C. 

Siano 0, o\ o'\ o"' i punti di contatto delle quattro tangenti alla curva C 
che la limitano inferiormente, a destra, superiormente e a sinistra, e poniamo 

oo'=ay oo'o''=by odd'd" = Cy oo'o"o'"o = d. 

Avremo per il residuo integrale di w rispetto alla linea C 

(1) 1 wdz =((«-+- iv) (da •+- idy) 



(0 Vedi Riemann, Fondamenti di una teòrica ecc., negli Annali di matematica, ser. I, 
t. Il, p. 291 (od anche p. 193 di questo volarne). 
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Prendiamo ora l'integrale 

esteso a tntta l'area della linea C. Se v si mantiene per tutto finita e con- 
tinua nell'interno di C, avremo 

e quindi 

Analogamente si dimostra Tidentità 

quando si estenda qualmente l'integrale doppio. 

Le formolo (2) e (3) non presuppongono che w sia funzione analitica di g, 
ma non valgono altro che quando w si mantiene finita e continua in tutto 
lo spazio dell'integrazioni effettuate per trasformare gl'integrali doppi in inte- 
grali semplici, cioè in tutta l'area C. 

Ora se la funzione w è monogena, gli elementi degl' integrali doppi (2) 
e (3) sono nulli durante tutta l'integrazione. Quindi sono nulli questi me- 
desimi integrali, e gì' integrali semplici che sono eguali a loro. Dunque è nullo 
il secondo membro dell' equazione (1) e quindi il residuo integrale, come vole- 
vamo dimostrare. 

Teorema 2. / residui integrali di una funzione monogena e monodro- 
ma w, rispetto a due linee aperte Z1WL2 , ZiM'Z, che terminano ai me- 
desimi punti Zi e Zty sono eguali se in tutti i punti dell'area compresa 
dalle due linee la funzione w è finita e continua. 

Infatti, per il teorema precedente, abbiamo 



J«,ei.H-J'«.^:=0. 



quando il primo integrale si estenda alla linea ZiMZs e il secondo alla linea 
ZsM'Zi. Ma questo ultimo è eguale all' integrale esteso a ZiM'Zs, preso nega- 
tivamente: onde avremo 



lwdjis=\ wdz , 
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quando il primo integrale si estenda a Intta la linea ZiMZs , e il secondo a 
ZiM'Zs , come volevamo dimostrare. 

Teorema 3. Il residuo integrale di una funzione monogena e mono- 
droma Wy rispetto a una linea chiusa G, che contiene nel suo interno un 
sol punto D, nel quale la funzione w cessa di essere finita e continua^ è 
eguale al residuo integrale di w rispetto a una linea c^ piccola quanto si 
vuole, descritta intomo al punto D. 

Infatti, se uniamo con una linea s un punto di C con un punto di e, 
la linea s più la linea C percorsa da destra a sinistra, più la linea s per- 
corsa in senso opposto, più la linea e percorsa da sinistra a destra formano 
un contomo chiuso neirinterno del quale w è per tutto finita e continua, e 
quindi la sonmia dei due residui integrali di w rispetto ad s presi in senso 
opposto, più il residuo integrale rispetto a C preso da destra a sinistrai, più 
il residuo integrale rispetto a (? da sinistra a destra, sarà eguale a zero. 
Essendo nulla la somma de* residui integrali rispetto ad s presi in senso op- 
posto, e il residuo integrale rispetto a e preso da sinistra a destra essendo 
eguale al valore del residuo integrale rispetto a er da destra a sinistra preso 
con segno contrario, ne risulta che i residui integrali rispetto a C e a e? presi 
nello stesso senso sono eguali, come volevamo dimostrare. 

È facile a vedersi che se neirinterno di una linea chiusa vi sono più 
punti d, d\ d" ... , nei quali w cessa di essere finita e continua, il residuo 
integrale di w rispetto a G sarìt eguale alla somma dei residui integrali di w 
rispetto alle linee chiuse e, cf, d\,,, piccole quanto si vuole, descritte rispet- 
tivamente intomo ai punti d, ef , óT' ... . 

Teorema 4. / valori di una funzione monogena e monodroma w pos- 
sono ottenersi mediante una medesima serie di potenze positive e intere 
della variabile z, per tutti i valori di z, che hanno gl'indici compresi in 
un circolo G nell'interno del quale la funzione w non cessa mai di essere 
finita e continua. 

Sia il centro di questo circolo il punto A indice della quantità com- 
plessa a, e Zo sia Tindice di a -}- ^o- Indichiamo con w^^ il valore di w nel 
punto Zo , cioè per il valore a -}- ^o della variabile z. 

La funzione 



z — a — Zfi 



sarà monogena, monodroma, finita e continua in tutti i punti del circolo. Poi- 
ché tali sono il numeratore e il denominatore, e il denominatore non diviene 
nullo altro che nel punto Z^, nel quale diviene nullo anche il numeratore, 
e il valore della funzione in questo punto è evidentemente eguale alla deri- 
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Tata di w rapporto a ^, la quale è unica e determinata perchè la funzione 
è monogena, è finita perchè la funzione è continua in tutti i punti del circolo. 
Dunque per il teorema 1, avremo 



/i 



«'-«'• d.=0, 



z — a — z^ 
quando si estenda questo integrale a tutta la circonferenza C. Quindi 



r t(? , r dz 

dz = Wo 

J z — a — Zq J z — a — z^ 



Ora la funzione è monogena, monodroma, finita e continua in 

Z — a — Zq 

tutti i punti del circolo C, fuori che nel punto Zq, dove diviene infinita; dunque 
per il teorema 3, Tintegrale del secondo membro non muta valore se invece 
di estenderlo a tutta la circonferenza C, si estende a una circonferenza e de- 
scritta con raggio r piccolo quanto si vuole intorno a Zq. Onde avremo, indi- 
cando con 9) l'angolo variabile del raggio r coir asse polare, 

z — a — ^0 = ^ (cos y H- 1 sen y) = r^^» , dz = ire"^^ d(f> ; 

Jdz r*^ 

Sostituendo il valore (2) nelVequazione (1), abbiamo 

la quale è vera per qualunque punto Zq intemo al circolo C. 

L'integrale che comparisce nella equazione (3) deve estendersi a tutta 
la circonferenza C, sopra la quale si ha evidentemente 

mod. (z — a) > mod. Zq ; 
onde abbiamo in serie convergente 

z — a — z^~z — a^{z — ay^{z — ay^(z — ay^ ' 
e quindi 

1 / f wdz , C wds , j f v)dz , \ 

Indicando con y la quantità a + ^0 * che ha per indice Zo , e con t^ sem- 
plicemente il valore corrispondente di w, finché Zq sarà neirintemo di C, 
avremo 



1_ r wdz y — a C todz {y — aY r wd z 

^~2mJz — a'^ 2m J(z — ay'^ 2m J{z — 



ay 



— 233 — 
e ponendo 

s — a = r^^* , 

27rr" Jo 

Questa serie è convergente per tutti i valori di y , per i quali 
mod. (y — a) <C r. Infatti, se diamo a m? la forma q€^\ avremo 

m;^-*»?» fljy = Q cos {0 — /^y) d(p -+-{ \ q sen (0 — rup) dg> , 
ed ambedue gV integrali del secondo membro sono minori deir integrale 

C27r 
Qd(f che è eguale a una quantità finita M. Quindi 

J'^27r _ 

we-"^' rfy < M |/2 , 


qualunque sia n. Quindi la serie (4) sarà convergente quando sarà conver- 
gente la serie 

cioè quando mod. {y — a)< r. 

Osservando che la derivata nf^'"*^ di una funzione monogena di una va- 
riabile y, espressa da una serie convergente S, è eguale alla somma di una 
serie anch'essa convergente formata colle derivate n!^''"^ dei termini della 
serie S, abbiamo 

dove Y è una funzione intera di y; e quindi indicando con (■^r^r) il valore 

di -T-;; per y ^ a , SI ottiene 

1 r^" noi^ 1 (d'^wX 

2^X ^^'^^= 1.2.3...n lrirVa 

e la serio (4) diviene 

30 
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3. 

Dal teorema 4 del numero precedente si deduce immediatamente, che 
tutte le funzioni le quali si mantengono monogene, monodrome, finite e con- 
tinue per qualunque valore finito di una variabile complessa z sono funzioni 
analitiche intere di z, alle quali possono estendersi facilmente i teoremi fon- 
damentali relativi alle funzioni razionali intere. 

Teorema 1. Una funzione intera tv diviene sempre infinita per z^=cc. 

Una funzione intera w è sempre monogena, monodroma, finita e conti- 
nua per tutti i valori finiti della variabile, quindi potrà porsi sotto la forma 
data dalla formula (4) del n. 2, 

dove r è il raggio di un circolo che ha il centro nel punto indice di a, di 
grandezza arbitraria. Prendiamo questo raggio infinito ; se w non divenisse 
per questo valore anche esso eguale a infinito, grintegrali avrebbero tutti im 
valore finito, e quindi tutti i termini della serie, eccettuato il primo, diver- 
rebbero eguali a zero, e avremmo 



w 



1 r*^ 

= « w d<f = costante . 

27rJo 



Dunque una funzione intera che non diviene infinita per z = (x^, non è una 
funzione di z, ma una costante. 

Se diciamo radice di una funzione intera di j, un valore complesso di z 
per cui questa funzione si annulla, avremo il seguente 

Teorema 2. Una funzione intera w ha sempre almeno una radice. 

Infatti se la funzione intera w non avesse alcuna radice finita, la fun- 
zione monogena e monodroma — sarebbe finita e continua per tutti i valori 

finiti della variabile z ; quindi sarebbe una funzione intera, e per il teorema 
precedente diverrebbe infinita per z = coy e quindi w si annullerebbe per 
^ = 00. Dunque una funzione intera o ha almeno una radice finita, o una 
infinita. 

Teorema 3. Ogni funzione intera, che non ha radici finite, è della 
forma e^, essendo w una funzione intera. 

Infatti, se W è una funzione intera che non ha radici finite, logW sarà 
evidentemente una funzione monogena, finita e continua per ogni valore com- 
plesso finito della variabile z. Dimostriamo che sarà anche monodroma. Perciò 
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basterà provare che tanto quando l'indice di 2 va da un punto Zi a un altro St 
per un cammino finito Zimst, quanto quando va da Zi a z% per un altro cam- 
mino qualunque differente ZiUZi, pure finito, la funzione W prende sempre 
lo stesso valore in z^. Poniamo W = Qe^\ e indichiamo ordinatamente con 
Z|, M, Zj, N gì* indici dei valori di W corrispondenti ai valori di z, che 
hanno per indici i punti Zi, m, z%, n. Gl'indici dei valori di W che corri- 
spondono ai valori di z che hanno gl'indici nei punti dell'area finita Zim Ztti Zi, 
si troveranno in un'area finita che non conterrà il polo, perchè q non si an- 
nulla per nessuno di questi valori di z. Dunque la linea Zi M Zs N Zi sarà 
una linea chiusa che non conterrà nel suo intemo il polo, e tanto quando 
l'indice di W va da Zi a Zs per la linea Zi MZs, quanto quando va da Zi 
a Zs per la linea Zi NZj , l'angolo B prenderà nel punto Z^ lo stesso valore, 
quindi logW = log^ + W prenderà lo stesso valore qualunque sia il cam- 
mino che percorre l'indice della variabile z per andare da Zi a ^«. Dunque 
log W è una funzione monodroma, e quindi lessendo anche monogena, finita 
e continua per ogni valore finito di z, sarà una funzione intera w, e avremo 
log W = w, e quindi W = e^, come volevamo dimostrare. 

Diremo che una funzione intera to è divisibile per un'altra funzione in- 
tera Wi , quando esiste una funzione intera ;, il cui prodotto per Wi è eguale 
a w. La funzione q si dirà quoziente di w diviso per Wi, Wx si dirà divi- 
sore fattore di w. 

Teorema 4. Se a è radice della funzione intera w, questa funzione è 

divisibile per 1 . 

La formula (5) del numero precedente quando a è radice di t^, e quindi 
Wa = 0, dà 

La serie tra parentesi è convergente per ogni valore finito di Zy quindi 
è una funzione intera di z\ dunque w è divisibile per z — a, e anche per 

a 

Se a oltre ad essere radice di w fosse radice anche delle funzioni intere 

dw d^w d^^w 
dz ' dz^'" d^^ ' 

w sarebbe divisibile per il 1 , e si direbbe che aòn volte radice di z. 

Teorema 5. Una funzione intera tv, che ha un numero finito di radici 
finite, e non ha radici infinite, è una funzione razionale intera. 
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Siano cri , ^ti «3 ) • • • «n le sole radici di w : avremo 



w 



=(-.')(-0 ('-fj- 



e Wi non si annullerà per nessun valore finito o infinito di z, e sarà una fun- 
zione intera ; quindi per il teorema 2 sarà una costante, e w una funzione 
razionale intera. 

Teorema 6. Due funzioni intere Wi , Wi che hanno le stesse radici non 
possono digerire che per un fattore della forma e^, dove w è furaione intera. 

Infatti, indicando con q il rapporto — , avremo W\ = w^q , e q non 

Wt 

avrà radici finite: dunque sarà della forma e^, e to funzione intera. 



Da ciò che abbiamo dimostrato nel numero precedente si rileva, che le 
funzioni intere che non risultano dal prodotto di una funzione razionale per 
un esponenziale ^^, dove w è funzione intera, hanno tutte un numero infinito 
di radici. Dimostrìamo che gV indici di queste radici devono sodisfare alla 
condizione di non formare una linea continua in nessuna parte del piano. 

Lemma l. Se w è una funzione intera di 2 = x-\-iy^ riguardandola 
come funzione di p e di s, essendo p la lunghezza della normale a una 
data linea qualunque S, condotta dal punto di coordinate x e y, ed s la 
lunghezza dell'arco di questa linea contata a partire da un punto fisso 
fino al punto dove la normale incontra la linea S, avremo 

-- + e — - =0. 
Infatti, avremo 

7>jo ~ Do? 7)jo ^ 1}X 'T^p ' T^y Djo l)y ^p ' 

Ds ~ l\x ^s l\x lis l^y "D5 ^y ^òs ' 



ed essendo 



sarà anche 



'^p~ l^s ' Djo ~ 7)5 ' 



Dm? 1\u 7>y . ,l^v ^y liu l\x . l^v lux 
l^p 1x 7)5 l^x 7)5 7)y 7)5 7)y 7)5 * 
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onde 






Ma la funzione w è monogena, e quindi 



Dunque sarà 



^ ^ ^ ]^ l_^_A 



7^;? 7>5 



come volevamo dimostrare. 

Lemma 2. Se w e w sono due funzioni intere^ avremo 

( ^ ^;^ ^ -—\ds = , 

quando si estenda l'integrale a tutto il contorno di una linea chiusa S, e 
)) ed s abbiano il significato del lemma precedente. 
Ponendo w = u~hio , w' =^u' -h iv , abbiamo 

J \ ^P ^P) J \ ^P W J \ ^P ^P) 

J \ ^P ^P) J \ ^P W 

Ora questi integrali sono tutti nulli quando siano estesi a tutto il contomo 
della linea S. Lo dimostreremo per uno soltanto, per gli altri valendo la 
stessa dimostrazione. Abbiamo 

j\ ìip i^p) J LV ^^ 7)^/7)5 V ^y ^yl^sj 

-//[■(0*0)-'©*5;)>» 



estendendo grintegrali semplici a tutto il contorno, e i doppi a tutta Tarea 
di S. Ma 2^; e 2^' essendo monogene, si ha 

— _!^— — -u^— ì^ — ì^ — o !^^2!^~o- 

:)x l^y~ ' l\y Iìx'^ ' l>x 7)y ~ ' Dy "ì^ "" ' 
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onde 

^Vm_ yu' ■ò*u' 

Quindi l'ultimo integrale doppio ha nulli tutti gli elementi, ed è ^aale a 
zero. Dunque 



J("f -"■?)*=«• 



come volevamo dimostrare. 

Teorema. Gl'indici delle radici di una funzione intera non possono 
formare una linea continua. 

Supponiamo che tutti i punti di una linea continua S siano indici di 
radici di w. Prendiamo di questa linea una porzione arbitraria Mi NMs. De- 
scriviamo una circonferenza C che passi per Mi e Mt, e abbia il centro in 
un punto 0, chiamiamo e Tarco di questo circolo che termina in Mi e Ms , 
e che racchiude colla linea Mi NMt un* area che non contiene il centro 0. 
Siano Xo e yo le coordinate del centro 0, e poniamo 



r = Vi^—^oy-^iy—yoY . 

Le funzioni t^ e log r sono monogene, monodrome, finite e continue nel- 
Tarea compresa da Mi NMs e l'arco e, quindi in questo intervallo vale per 
le medesime il lemma 2, e abbiamo 



avendo p ed 5, rispetto alla linea formata da Mj NMs e da (?, il significato 
che loro abbiamo dato nel lemma 1 ed estendendo Vintegrale a tutta la 
linea Mi NMs e all'arco e. 

Ora la parte deirintegrale relativa alla linea Mi NMs è nulla, perchè 

ivi è w = Oj e -^ , che per il lemma 1 è eguale a — i -^, è anche essa 

^p l>s 

eguale a zero, perchè w si mantiene costante sopra questa linea. 

La parte d'integrale relativa all'arco di circolo e, si trasforma nel modo 
seguente. Se indichiamo con B il raggio del circolo G, quando l'estremità 
mobile di « è sopra l'arco e, avremo 

r = R—p, 
e .quindi 

^=-1 



onde 



e inoltre 
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7)logr 1 



onde l'integrale diverrà 

wdg)-h ilogU] —ds = 0. 

Il secondo di questi integrali è nullo, perchè nei limiti Mi e Mt le 
parti reale e immaginaiia di w sono nulle. Dunque il primo integrale sarà 
anche esso eguale a zero, e quindi 



Jud(p==0 , 1 vd(p=^0. 
*^0 



Dunque u o v non possono conservare lo stesso segno sopra un arco e, pic- 
colo quanto si vuole, che passi per due punti Mi e Mg della linea S. Se u 
e V non fossero nulli nella vicinanza di Mi NMt dovrebbero dunque variare 
di segno a intervalli minori di una quantità qualùnque data, e quindi non 
sarebbero continue, e w non sarebbe una funzione intera. Dunque se t^ è in- 
tera e si annulla sopra una linea contìnua, dovrà annullarsi anche nei punti 
estomi e prossimi a questa linea, e quindi si potrà condurre un'altra linea 
vicinissima a questa, e quindi un'altra, e così indefinitamente, sopra tutte 
le quali si annulli. Dunque si annullerà in tutto il piano, e non sarà una 
funzione di ^, ma sarà zero. 

Se gl'indici delle radici non possono formare una continuità, e devono 
essere in numero infinito quando la funzione non è il prodotto di una fun- 
zione razionale per una funzione intera che non ha radici altro che infinite, 
ne segue che le radici di una funzione intera non razionale non potranno 
esser mai contenute tutte in una porzione finita del piano. 

5. 

Il prodotto 77 1 1 j esteso agli infiniti valori di a che sono radici 

di una fimzione intera W, se è convergente per qualunque valore finito di s, 
è una funzione intera di ^ (^), che ha per radici tutte e sole le quantità a; 



(>) Vedi Brìot e Bouquet, Théorie den fonctions doublement périodiques ecc., p. 135. 
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e in questo caso la funzione W può porsi sotto la forma 



W^e'^nll — ^A 



essendo w una funzione intera, come risulta immediatamente dal teorema 6 
del n. 3. 

Per istudiare questa decomposizione delle funzioni intere, della quale è 
un caso particolare la decomposizione delle funzioni razionali intere in &t- 
tori di primo grado, è necessario riferirsi alle condizioni di convergenza dei 
prodotti infiniti. 

Qualunque sia il valore finito di j, il numero delle radici a di una 
funzione intera W che hanno il modulo minoro o eguale a quello di j di- 
viso per un numero finito qualunque e, sarà sempre finito per il teorema del 

n. 4. Quindi sarà finito il prodotto /7 1 1 — - j esteso a tutti i valori di a 

il cui modulo è minore o eguale a quello di z diviso per e, e perchè sia 
convergente il prodotto totale basterà che sia tale il prodotto esteso a 
tutti i valori di a per i quali è e mod a >^ mod :, che indicheremo con 



"■(-'.)• 



Ora, quando mod g < mod a , abbiamo in serie convergente 

log(l--)=---2^.-^(3 + j- + 5^-4--). 

Ma poiché il modulo di una somma è sempre minore della somma dei mo- 
duli, sarà 



mod ^ , 1 (mod sY 
mod a 5 (mod a)* 



^ /l 1 i ,1 ^* \ ^ 1 1 

mod(--f-T- + ^-^-f- • )<óH-7 

\8 4 a 5 a* / 3 4 

^ 1 r, , mod z , / mod sV , "] 



ed essendo mod ^ <] ^ mod a , se prendiamo « = f , avremo 



li 



^ ^ mois ^ {moizY ^ \^i 
mod a (mod a)* / 



e indicando con /Ca un numero complesso il cui modulo sia minore deirunità, 
avremo 
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e quindi 



log 






Se le serie X" ' X~« ' Xt ^^^^ convergenti, sarà convergente an- 
che il prodotto infinito. Se una di esse è divergente, il prodotto infinito avrà 
per limite zero, o infinito, e non esprimerà una funzione intera. Dunque la 
convergenza di tutte tre queste serie è la condizione necessaria e sufBciente 
perchè il prodotto infinito sia eguale a una funzione intera. 

Ora, relativamente a queste serie, abbiamo i seguenti teoremi. 

Teorema 1. Se gVindici delle quantità a sono tutti sopra una stessa 
linea rettaj e la distanza di due qualunque di essi è sempre maggiore di 

una quantità finita d , la serie ^ — sarà convergente indipendentemente 

dall'ordine dei suoi termini^ quando è fi^l . 

Infatti, se d è Tangolo della retta sopra cui si trovano gVindici di tutte 
le quantità a , avremo a = fie^' , essendo fi una quantità reale, e quindi 






Ora i numeri reali fi si possono tutti porre sotto la forma nd-hy essendo 
y<Cd, e n uà numero intero differente per due valori differenti di /?, per- 
chè la differenza di due valori ài fi è sempre maggiore di d; onde 

yJ-^y 1 



ma 



y—^—<y-^ 

ed essendo interi e differenti tutti i valori di n la serie Y — t-tt sappiamo 

^" nr ar 

che è convergente indipendentemente dairordine dei termini quando jiì >> 1 , 
quindi sarà convergente anche la serie ^^, e X"7 <l^^do ìiì> 1, come 
volevamo dimostrare. 

Teorema 2. La serie X~JI ^ convergente indipendentemente dall'or- 
dine dei suoi termini^ quando M >* 2 , se gl'indici di tutte le quantità a 

81 
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sono distribuiti nel piano in modo che la distanza di due qualunque di 
essi sia sempre maggiore di una quantità finita d, 

lofatti, se condaciamo nel piano degrindici dae sene indefinite di pa- 
rallele air asse delle a: e alVasse delle 7/ , in modo che la distanza di due 

parallele successive sìa -j= , il piano rimarrà diviso in un numero infinito 

di quadrati, che avranno la diagonale di una lunghezza eguale b, d, e quindi 
non potranno contenere nel loro intemo più di un indice di una quantità a. 
Da questa costruzione risulta evidente che tutte le quantità a potranno porsi 
sotto la forma 

(1) [;n + *+(w-f-ij)e-]-^, 

dove € e Tj saranno quantità reali minori dell'unità, ed m e ^ numeri in- 
teri, e il sistema dei valori di m e n non potrà essere eguale per due dif- 
ferenti quantità a . Quindi i moduli delle quantità a saranno della forma 

e la serie de' moduli dei termini della serie Y ■—: sarà 



(3> ili ' 



lim-hty-hin-hrjyf 



dove la somma deve estendersi a un numero infinito di sistemi differenti di 
valori reali e interi ii m e ài n, ei € e rj possono variare da un termine 
all'altro, ma si mantengono sempre reali e compresi tra e 1. 
La serie 

(4) ZZ I 

^ ' {m^ + n^y 

li 

2* 

moltiplicata per — ed estesa come la serie (3) ha i suoi termini rispettiva- 

mente non minori dei termini della serie (3), onde per dimostrare la con- 
vergenza della serie (3) basterà dimostrare la convergenza della serie (4). 

Per giungere a questo, decomponiamo la serie (4) in serie parziali, in 
modo che in quelle di queste serie parziali, che indicheremo con {kx , ki), i 
valori di m e n siano tutti quelli che verificano le diseguaglianze 

(5) 2*» ^ w :^ 2*»-^* , 2** ^ w ^ 2*«** . 
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Così avremo 

(6) ZI -,= 1 X {fc^,fc,). 

È evidente che il numero dei termini di una serie parziale (ki , /cs) 
non potrà superare il numero 

(2*»-*^* _ 2*') (2**"*^* — 2*«) = 2*»"^*« = 2** , 

avendo posto ki -j- kz = 2k. 

Quanto al valore di questi medesimi termini, dalle diseguaglianze (5) 
si ricava 

2«*i -f- 2**« <. w* -f- »* <- 2**»"*"* "h 2**«"^* . 

Ma k essendo non maggiore di una delle due quantità ki e kt, si avrà 
anche 

2** ^ w« 4- w* , 
e quindi 

E 2*f* 

Essendo tutti i termini di {ki , kt) in numero non maggiore di 2'^, e 

. ,. 1 
ciascuno non maggiore di ^, avremo 



2«* 

(Al ,4«) <.2jjj, 



ed essendo 

22fc 



sarà 

(A:i,A:,)<.- 



Onde sostituendo nell'equazione (6), avremo 



anche 



1 /*=* 1 \* 
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Ma se ju > 2 






2^' 



Dunque, quando ìiì>2 

e quindi la serie (4) è convergente, e a più forte ragione la serie (3), e 

quindi, essendo convergente la serie dei moduli dei termini della serie ^— , 

questa serie sarà convergente indipendentemente dalFordine dei termini, come 
volevamo dimostrare. 

6. 

Dato un sistema di quantità complesse in numero infinito, che non for- 
mano con i loro indici nessuna linea continua, si può sempre formare una 
funzione intera che abbia per radici tutte e sole queste quantità. Conside- 
riamo separatamente due casi, secondo che grindici delle radici sono in linea 
retta; o distribuiti in tutto il piano. 

Teorema 1. Dato un numero infinito di quantità complesse a i cui 
indici siano in linea retta a distanze finite tra loroj e simmetricamente 
disposti rispetto a un punto A di questa retta^ si può sempre formare un 

g 
j)rodotto infinito con i fattori binomi 1 , che sia una funzione in- 
tera, che abbia per radici tutte e sole queste quantità. 

Si può supporre che il punto A, rispetto al quale sono simmetricamente 
disposte le radici a, sia Torigine, perchè se fosse indice di una quantità fi 
mutando z xa z — fi \\ punto A diverrebbe l'origine. 

Pertanto per ogni valore di a della forma qe^^, ve ne sarà un altro 
della forza — ^^^', quindi se nel prodotto infinito 

.(1) .i.(i-'-) 

i fattori che contengono questi valori si dispongono uno dopo Taltro, la serie 
]^- , in cui i valori di a terranno lo stesso ordine, avrà una somma nulla. 
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Essendo poi tutti gl'indici di a sopra la stessa retta, la serie ^ -5 , ^~ 

sono sempre convergenti per il teorema l del numero precedente: dunque 
sarà convergente anche il prodotto (1), e dai-à una funzione intera, che avrà 
per radici tutte e sole le quantità a. 

Teorema 2. Dato w sistema di un numero infinito di quantità com- 
plesse a, che abbiano gl'indici a distante finite tra loro, e disposti comunque 
sopra una rettaj si può sempre formare un prodotto infinito di fattori bi- 
nomi della forma 1 , e di fattori esponenziali della forma 1 iH- - 1 , 

che sia una funzione intera, che abbia per radici tutte e sole le quantità a. 
Infatti, il prodotto 

sarà convergente, quando sia convergente la serie 

Ora le serie del secondo membro sono convergenti per il teorema 1 del 
n. 5, dunque il prodotto (1) è convergente, ed è una funzione intera, che 
ha per radici tutte e sole le quantità a, come volevamo dimostrare. 

Teorema 3. Dato un sistema di un numero infinito di quantità com- 
plesse a, le quali abbiano gl'indici a distanze finite, e disposti egualmente 
negli angoli di due assi ortogonali A ^ B, si può sempre formare unpro- 

dotto infinito con i soli fattori binomi 1 ^ che sia una funzione in- 
tera che abbia per radici tutte e sole le quantità a. 

Possiamo supporre che i due assi ortogonali siano gli assi delle x e 
delle y, perchè se la intersezione dei due assi è indice di una quantità com- 
plessa fi, e (p è rangole che Tasse A fa colTasse della a, mutando z in 
e'^'z-hfi, l'asse A diviene asse delle x, e l'asse B asse delle y. 

Prendiamo il prodotto 



4-0' 



e osserviamo le serie ^ - © Y 1 • Essendo gì' indici delle quantità a di- 
sposti egualmente negli angoli opposti degli assi, per ogni valore di a della 
forma oe^^ , ve ne saranno tre della forma : — qc^^ , ptf^*-^l^* , — ptf^*-»T** . 



— 246 — 

Quindi per ogni valore di a* della forma Q^e*^^ , ve ne saranno tre delle 
forme: ^V^*, — p*^*^*, — ^V*'. Se dunque nel prodotto si prendono i 
fattori in modo che si succedano sempre i valori di a di queste quattro 

forme, lo stesso avverrà nelle serie X "" ® X ~« » ^ queste serie saranno 

identicamente eguali a zero. La serie ]^ ~i è convergente per il teorema 2 

del n. 5. Quindi il prodotto sarà convergente, ed esprìmerà una funzione 
intera, come volevamo dimostrare. 

Teorema 4. Dato un sistema di un numero infinito di quantità com- 
plesse a^ che abbiano gl'indici a distanze finite tra lorOj disposti comunque 
nel piano, si può sempre formare un prodotto infinito di fattori binomi 

della forma 1 e di fattori esponenziali della forma (1 -4-a)% (1 H-a)*% 

che sia una funzione intera, che abbia per radici tutte e sole le quantità a. 
Infatti, il prodotto 

sarà convergente, perchè avremo 

^ ^«3 ^8a^ ^8a« ^8a^ ^ 8a« ^ «^ ' 

e tutte le sene che compariscono nel secondo membro sono convergenti per 
il teorema 2 del n. 5. 

Da questi teoremi si deduce che le funzioni intere potranno decomporsi 
in un numero infinito di fattori di primo grado ed esponenziali, e qui com- 
parisce una prima divisione delle funzioni intere. Quelle che hanno gl'indici 
delle radici in linea retta, e quelle che le hanno disposte comunque nel 
piano; le prime che sono espresse da un prodotto semplicemente infinito le 
chiameremo di prima classe, le seconde che sono espresse da un prodotto 
doppiamente infinito le diremo di seconda classe. Le funzioni di prima classe 
si dividono anch*esse in due specie, la prima che comprende quelle che hanno 
gl'indici delle radici disposti simmetricamente rispetto a un punto, e che pos- 
sono esprimersi per un prodotto infinito di fattori di primo grado, le altre, 
che hanno grindici delle radici disposti comunque sopra la retta, le quali si 
decomporranno in fattori di primo grado ed esponenziali. Ogni funzione in- 
tera di pnma classe della prima specie potrà decomporsi nel prodotto di più 
funzioni intere della stessa classe di seconda specie, e data una funzione della 
seconda specie se ne potrà sempre trovare un'altra che moltiplicata per la 
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medesima dia per prodotto una funzione della prima specie. Le funzioni di 
seconda classe si dividono anch'esse in due specie; la prima comprenderà 
quelle che hanno grindici delle radici disposti egualmente nei quattro an- 
goli di due assi ortogonali, in modo che facendo una rotazione intorno airori- 
gine di un quarto di circolo, gl'indici di tutte le radici vengano a sovrap- 
porsi, le quali funzioni possono esprimersi per un prodotto doppiamente infi- 
nito di fattori di primo grado; la seconda compreaderà quelle che hanno 
gl'indici disposti comunque, e si decompongono in un prodotto doppiamente 
infinito di fattori di primo grado e di attori esponenziali. Data una funzione 
della seconda specie se ne potrà sempre trovare un' altra che moltiplicata per 
quella dia una funzione della prima specie. 



Le funzioni monogene e monodrome che divengono infinite e discontinue 
per valori finiti di z in generale sono funzioni fratte. Per dimostrare ciò 
sarà necessario fondarsi sopra le proprietà dei residui integrali, come bisogna 
fare sempre quando voglionsi dimostrare proprietà delle funzioni senza sup- 
porre per esse alcuna espressione analitica. 

Teorema 1. // residm integrale di una funzione monogena e mono- 
droma w = u-hiv, rispetto a una linea chiusa S, è eguale a zero anche 
quando la funzione w diviene infinita o discontinua in un punto D del- 
l'area racchiusa dalla linea S, se indicando con q il raggio di una cir- 
conferenza C descritta col centro in D, qu e qv convergono indefinitamente 
verso zero col diminuire di q. 

Infatti il residuo integrale di w rispetto ad S per il teorema 2 del 
n. 2, è eguale in questo caso al residuo integrale di w rispetto a G, per 
quanto piccolo sia il raggio q di questa circonferenza. Onde indicando con 
<p rangole che il raggio mobile q fa coli' asse delle x, avremo 

Ora Qu e qv col diminuire indefinitamente di q convergono a zero -Ir e^r 

oS oS 

non sono maggiori dell'unità, perchè sono i coseni degli angoli, che la tan- 
gente alla curva C nel punto di coordinate ^ e y fa cogli assi, onde potrà 
sempre aversi un valor di q, per cui sia 






?<«. 
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essendo e una quantità piccola quanto si mole, e quindi 

Integrando i secondi membri di queste uguaglianze, e sostituendo nella for- 
mula (1), avremo 

mod 1 wdi <i27i€ \/2 , 

e dovendo essere e più piccolo di qualunque quantità data, è chiaro che sarà 
fwdjì; eguale a zero, come volevamo dimostrare. 

Teorema 2. Una funzione w monogena e monodroma è finita e con- 
tinua in tutti i punti dell'area A di una linea chiusa S, se per ogni 
punto V di k, indicando con Zi l'indice di P, // prodotto (z — Zi) w con- 
verge indefinitamente verso zero coli' avvicinarsi di z a Zi. 

Infatti, se nell'area A vi fosse un punto ? nel quale w divenisse infi- 
nita discontinua, si avrebbe anche in questo punto, coiravvicinarsi indefi- 
nitamente di j a ^1, 

^oi(z-zO''^^^^' = . 

^ ^ Z—Zo 

indicando con Zo un valore che ha l'indice in un punto qualunque di A dif- 
ferente da P, e con Wo il valore corrispondente di w. Quindi, per il teorema 

precedente, il residuo integrale di rispetto alla linea S sarebbe sempre 

<♦ *""" Zq 

eguale a zero, e per il ragionamento fatto per dimostrare il teorema 4 del 
n. 2, si avrebbe w espresso da una serie convergente per tutti i valori di z 
che hanno grindici neirarea A; onde w è sempre una funzione finita e 
continua nell'area A, come volevamo dimostrare. 

Potrebbe il valore finito dato dalla serie nel punto P non coincidere col 
valore che ivi prende la funzione tv ; ma allora questa funzione si renderebbe 
finita e continua mutandone il valore soltanto in un punto, ed escluderemo 
dalle nostre considerazioni questa specie di funzioni. 

Teorema 3. Se una funzione tv monogena e monodroma si mantiene 
finita e continua in tutta l'area A di una linea chiusa S, fuori che in 
un punto Zi indice di z^ e se in è la massima jwtenza di z — Zij per la 
quale (z — Zi^u) converge indefinitamente verso una quantità differente da 
zero coir avvicinarsi di s a Ziy fi sarà necessariamente un numero intero, 
e la funzione w potrà porsi sotto la forma : 

^ ^ Z — Zi {2 — SxY i^ — ii)^ 

dove Wi è una funzione finita e continua in tutta Varca A. 
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Infatti, sia n il numero intero superiormente prossimo a ju ; la funzione 
(z — Zi)*^^w moltiplicata per s — Si convergerà indefinitamente verso zero 
air avvicinarsi di ^ a Ji, quindi, per il teorema 2, sarà finita e continua in 
tutta Varea A, e per ^ = Ji acquisterà un valore finito Un^i . Quindi la 
funzione 

moltiplicata per z — Zi convergerà indefinitamente verso zero colFavvicinarsi 
di i a ^i , e perciò sarà finita e continua in tutta l'area A, e per j = Zi 
acquisterà un valore finito dn^g. Onde la funzione 

' {z — ix^ Z — ix 

moltiplicata per z — Zi convergerà a zero coir avvicinarsi di 4^ a ^i , e quindi 
sarà finita e continua in tutta Tarea A, e prenderà per z = Zi un valore 
finito On-s • Così seguitando, essendo n un numero intero e finito, arriveremo 
a una funzione 

y) 



{Z—Z,Y-' (^_^^)n-t (Z — Z,y Z — Zi 

che moltiplicata per z — Zi convergerà verso zero coir avvicinarsi di ir a ^1 , 
sarà finita e continua in tutta Tarea A. Indicandola con Wi avremo 

z — Si (z — ZiY (z — ZiY (z — Zi)'^^ 

Dunque la massima potenza /i per cui {z — Si^w converge indefinitamente . 
verso una quantità differente da zero, coli* avvicinarsi di j a ^i , è un numero 
intero n — 1 , e la funzione w può porsi sotto la forma (1), come volevamo 
dimostrare. 

Questo teorema ci mostra che le funzioni monogene e monodrome (col- 
r esclusione fatta nella dimostrazione del teorema 2) non possono divenire 
discontinue senza divenire infinite. 

I valori di ir per i quali w diviene infinita, li chiameremo, col signor 
Liouville, gVinfiniti di w. 

Se /i è il minimo numero intero per cui {z — Zi^w convergerà a zero 
coir avvicinarsi di j a .^i , diremo che ^1 è » — 1 volte infinito di w. 

Teorema 4. Gl'indici degl'infiniti di una funzione w monogena e mo- 
nodroma non possono formare una linea continua in alcuna parte del 
piano. 

32 
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Infatti, se w fosse infinito lungo una lìnea continua, la funzione mono- 
gena e monodroma — sarebbe nulla lungo tutta questa linea ; e quindi nulla 

in tutto il piano, per il teorema 3 del n. 4; e in conseguenza w sarebbe 
infinita in tutto il piano, e non sarebbe una funzione di z. 

Teorema 5. Una funzione monogena, monodroma, non intera e che 
non diviene mai discontinua senza divenire infinita, è una funzione fratta. 

Infatti, se una funzione monogena e monodroma w non è intera, ammet- 
terà un numero finito o infinito d'infiniti, i quali indicheremo con fi. Ora per 
i teoremi del n. 5, potrà sempre formarsi una funzione intera Wt, che 
abbia per radici tutte e sole le quantità fi , perchè gVindici di fi, per il teo- 
rema 4, sono a distanze finite tra loro. Moltiplicando questa funzione Wt per w 
avremo una funzione intera Wi , perchè WtW non potrà divenire infinita e di- 
scontinua in nessun punto del piano. Infatti, WiW non potrà evidentemente 
divenire infinita e discontinua altro che per i valori fi, che sono infiniti iiw. 
Ma per ogni valore fi, abbiamo in un* area A che non racchiude altri infi- 
niti di w, fuori che fi, essendo n il grado di moltiplicità di questo infinito, 

dove m ha un valore finito per z = fi. La funzione v)i , avendo per radici 
tutti gl'infiniti di w collo stesso grado n di multiplicità, sarà della forma 

Wi = {z—fi)''mi, 

essendo aSf una funzione intera. Onde 

WtW = 0^2 [on -f- a«-, {z — fi)-\ \-ai{z — /?)"-*] -+- wm^ {z — fi)*" , 

funzione che ha un valore finito per z = fi. Dunque WtW rimane finita e con- 
tinua per ogni valore finito di z (^), ed è una funzione intera Wi, e abbiamo 

ossia 

Wi 

w = — ; 

Wt 

e la funzione w è una funzione fratta, come volevamo dimostrare. 

Pertanto le funzioni monogene e monodrome (escluse quelle che possie- 
dono discontinuità che possono togliersi, mutandone il valore soltanto in punti 



(*) Vedi Journal de Liouville, 1**^ scorie, voi. 1, pag. 300. 
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separati) sono intere o fratte, come le funzioni razionali, e la loro teorica si 
dividerà in due parti, nella prima delle quali studieremo le più semplici fun- 
zioni intere, e nella seconda le fimzioni fratte che si ottengono dai rapporti 
delle funzioni intere considerate. 



PARTE PRIMA 



FUNZIONI INTERE. 



1. 

Le funzioni intere si dividono in due classi, come abbiamo veduto 
(Int. n. 6); funzioni intere di prima classe, le quali hanno gVindici dt tutte 
le radici sopra una medesima linea retta ; funzioni intere di seconda classe, 
le quali hanno gl'indici delle loro radici disposti comunque in tutto il piano. 

Cominceremo dal considerare le funzioni di prima classe, e ci limite- 
remo a quelle che hanno gl'indici delle radici a distanze eguali uno dal- 
l'altro. 

Sia A il punto indice della quantità complessa a, AB la retta che pas- 
sando per il punto A fa coll'asse delle x un angolo eguale all'argomento 
della quantità complessa o) e siano pi^Pt.pz , ... una serie infinita di punti 
tutti da una stessa parte del punto A sopra la retta AB, disposti in modo 
che sia 

Api =piPt = p^pz —■ PzPi = , . . . 

I punti A, j9i ,;?2 ,ji)3 , ... saranno indici di quantità complesse tutte 
della forma 

(1) m(o-j-a, 

dove m è un numero reale, intero, sempre positivo o sempre negativo: lo 
supporremo sempre negativo. Una funzione intera, che avrà per radici tutte 
e sole le quantità (1), sarà una funzione intera della prima classe e della 
seconda specie (Int. n. 6). SuppoiTemo prima che sia a = ; cioè conside- 
reremo prima le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quan- 
tità della forma 

(2) — ma , 

dove 0) è una quantità complessa qualunque, ed m è reale, intero e positivo. 
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Queste fnnzioni non potranno differire tra loro altro che per un fattore che 
non ammette radici finite. Basterà dunque considerarne una sola. 
Il prodotto infinito 



0) 1 \ w + 1/ \ mfù) 



è convergente per qualunque valore finito di s (Int. n. 6); quindi esprime 
una funzione intera che ha per radici tutte e sole le quantità della forma (2). 

Questa funzione la indicheremo con es - , perchè avendo il sistema delle 
sue radici eguale alla metà del sistema delle radici di sen — , la chiame- 
remo emiseno. Pertanto ponendo ^ invece di - la funzione da studiarsi sarà 

0) 



es J: 



1 \ m-hl/ \ m/ 



oppure 



alla quale può darsi anche la forma 

(4) e8. = lim.(H-.)(l+|) (l+7fy>-S 

oppure 

La funzione esir sodisfa all'equazione 

(6) es (^ -h 1) = i es i . 

Infottf, dall'equazione (3) abbiamo 

-(-')=(- i)f(i;rT-.)'(^.)('-^) 
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La funzione esj sodisfa l'equazione 



— i— i ^* = 1 

0=00 

Infatti, dalla (4) abbiamo 



(7) lim 

«=00 esw 



lim 

/=00 



^z_v 1 

esw 

. \ w/\ w w1\2 2w W!\^ òw ivj \t—l {t—\)w ^f j^s z 

('-i)(l+à)(l-i) (t^-Ì) 

e quindi 

lim ^ ' = 1 . 

10=00 es w 

Dalla (3) si ricava inmiediatamente Tequazione 
(8) lim^^=l. 

L'equazioni (6), (7) e (8), unite all'equazione es = 0, esprimono le con- 
dizioni necessarie e sufficienti alla determinazione della funzione es^, come 
risulta dal seguente 

Teorema 1. Tutte e sole le funzioni intere F(j) che sodi$fano all'è- 
quojioni 

(a) P(0) = 0, (*) F(^H-1) = ÌFW, 

(e) hm to' -^j-T-^ = 1 , (d) lim 4-^ = 1, 

w=oo J? yw) #=0 * 

sono necessariamente identiche colla funzione esz. 

Sodisfacendo all'equazioni (a) e (b) la funzione intera F{z) avrà per 
radici tutte le quantità della forma — m, essendo m un numero reale, in- 
tero e positivo; quindi avrà per radici tutte le radici di es^r, e divisa per 
es^ darà per quoziente una funzione intera ^{z) e avremo 

F{z) = g>(z)esz. 
Dovendo sodisfare alla equazione (6), avremo 

F(^-f-l) = y(^4-l)es(4'+l) = Ì9)(j)e8(^) , 
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e, a cagione della (6) 

(e) <f(^-hl) = (f(s). 

La equazione (e) darà inoltre 

lim ^^ . . ^ lim w* -^ ' = 1 ; 

10=00 g>(w) «,=« esw 

onde, osservando la (7), abbiamo 

ma Teqnazioni (e) e (/) non possono coesistere, a meno che non sia 9} (ir) 
eguale a una costante C; onde 

P(^) = Cesi:. 

Ponendo questo valore neirequazione (d), e osservando la equazione (8), 
abbiamo 

C = l. 

Dunque 

come volevamo dimostrare. 

Teorema 2. La moltiplicazione dell' argomento per un numero reale e 
intero n nella funzione esz è data dalla formula seguente 

(9) e8nz= n'-^' ^ ^_^ ^ • 

i7|es- 

1 n 

Infatti, le radici della funzione intera es nz , sono tutte e sole le quan- 
tità della forma 

/ X 12 n—1 

(a) — m, — m ♦ — m » — m ♦ 

^ ' n n n 

dove m indica un numero reale, intero e positivo qualunque. Ora tutte le 
quantità della prima delle forme (a) sono le sole radici della funzione es Zy 

tutte le quantità della seconda sono le sole radici di esl^H — j, quelle 
della terza sono le sole radici di esiirH — |, e così discorrendo. Onde il si- 
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stema delle radici di esns è identico col sistema delle radici del prodotto 

es-jespH — |esi^-l — i esi4:H J , 

e abbiamo (Int. n. 3) 

(*) es »i = ^*<^> V es U 4- -) , 

indicando con \p{:si) una funzione intera. 

A cagione della equazione (6), ponendo ^ + - invece di j, avremo 



Z {) 71Z 



onde 



e^\ n) - 



c^ii'i / I\ 1 

= — ' V'(^+-) = VWH-log-; 

e integrando 

V/(i^) = «^log--f-9)W, 

essendo (p {z) una funzione periodica, cioè una funzione che sodis& all' e- 
quazione 

{e) 9>('^H-~) = 9>W. 

Avremo dunque, sostituendo nella equazione {b) 

(d) Qsnz = nr*"' e'f^^ /7 es UH — J . 

Ponendo z-hw in luogo di J, abbiamo 

(e) es (n^ -h nw) = rr^--^ ^?^-»^> 17 es U + «? H- -V 

Dividendo la {e) moltiplicata per »*** t^'*% per la (rf), dove in luogo di s sia 
posto M?, otterremo 



es wtt; ' 
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Passando al limite per w =^co, e osservando la equazione (7), abbiamo 



lim l(f{s~-\-w) — v{w)) = Oy 



ossia 



che è incompatibile colla (e), se ^{s) non è una costante C. Sarà dunque 
(f (g) = C, e avremo 



esnj 



\ n/ 



Per determinare la costante C, divideremo ambedue i membri di questa equa- 
zione per nz, e porremo -^ = 0; avremo, ponendo mente all'equazione (8), 

^ 



t 
JltQS- 

1 n 



onde 



Ut eslx-i — ) 
Q3m = »*-" -^ — - — 

Hi es- 

1 n 

come volevamo dimostrare. 

L* integrale definito studiato da Eulero, rappresentato da Legendre colla 
notazione r{x), si esprime per la funzione es^. 

Infatti, è noto che, finché x è quantità reale e positiva e v un numero 
intero e positivo (*)» si ha 

2. 3. ... r 



jy^il-yydy = -^ 



■-^l)...(a? + v)' 

e ponendo 

„_£ fV./^l-iVd, 1.2.3... .V 



(») Vedi nel volume II delle Commentaliones Societatis regice scientiarum Gottin- 
gensis la Memoria di Gkiass intitolata: Disquisiti ones generales circa seriem infinitam etc. 
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e passando al limite per r = oo 

J-oo 2 

f^^ e-* iz =• — ; 
es;r 

onde 

Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantità della 
forma 

(11) — nm — a, 

dove or e co sono numeri complessi qualunque e i?» un intero, reale, positivo, 
si esprimeranno tutte per la funzione es x. Esse saranno tutte eguali a una 
funzione intera che non ha radici finite moltiplicata per la funzione intera 

Questa funzione è data per mezzo di q%z dalla seguente formula 

,12) s(2±i)i(,+^^)=!!fi:. 

es "" 
ta 

Infatti, dalla equazione (3) abbiamo 

\ w / w 1 \m + l/ \wH-l/ \ mai / 



onde 



es 



a \W-l-2/ \ w«-f-a/ 



os- 
ai 

Ponendo neirequazione (12) 

(a 
«=2' 



83 
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si ha 



es 



a-i)=«B(^K'-(55^) 



e quindi, indicando con ec s la funzione — ^^ — r , 

-2 



a-) 



08 

Rappresentiamo con ec<?, e denominiamo emicoseno di j la funzione — 



1 ' 



QStz 

2 



perchè il sistema delle sue radici è la metà del sistema delle radici del 
coseno di tt^. 

2. 

Passiamo ora a considerare le funzioni dì prima classe e di prima 
specie. Ci limiteremo a quelle che hanno tutti gl'indici delle loro radici a 
eguali distanze, cioè che hanno per radici tutte e sole le quantità della 
forma 

dove co e a sono numeri complessi qualunque, e ttì un numero intero e reale 
qualunque. Supporremo prima a = 0. 

Le funzioni che avranno per radici tutte e sole le quantità della forma 

(1) moa 

non potranno differire tra loro altroché per un fattore, funzione intera che 
non ammette radici finite. Basterà dunque prendere a considerare una sola 
di queste funzioni. 

Il prodotto infinito 

(2) rnii^-^)(i-^=.rnii-4-\ 
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è una funzione intera, perchè è convergente per qualunque valore finito di z , 
ed ha per radici tutte e sole le quantità (1). 

É chiaro che due funzioni (2) che ditferiscono per il valore di a», si pos- 
sono esprimere una per l'altra. Quindi per w potremo prendere un valore 
qualunque. Prenderemo quel valore che fa acquistare alla funzione il valore 

eguale air unità, quando ^ = 5-; cioè determineremo ca per l'equazione 



if(-à)='- 



ossia 

4»i» 2 2 4 4 6 6 



2~?^4»i*— 1 13 3 5 5 7 

Ma questa è l'espressione di Wallis per il numero -z ; prenderemo dunque 

(o = n j 
e avremo 

(4) /(!)=.. 

Prendiamo le due funzioni 

Moltiplicando tra loro, si ottiene 

(5) rt^) = _^«is.(-^). 

La funzione intera f{z) sodisfa Tequazione 

(6) f{z + n) = -f(z). 
Infatti, dalla (5) abbiamo 



es 



es 
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ma dalla equazione (6) del numero precedente, si ha 



onde 






Dalla (6) si deduce immediatamente 

(7) ni-+-2n) = r{s). 

La funzione /(^) sodisfa all'equazione 
Infatti, avremo dall'equazione (5) 



f{z-V-w) 1 ^H n r\ n ì 



rito) i^_i 

w 
Ora, essendo e"^ = ( — 1)*, avremo 



1 . - w l w\ 

1 -h- es- esl I 

w n \ nf 






w n 



(-^.) 



Passando al limite per t^; = oo , e osservando la equazione (7) del numero 
precedente, si ottiene 

come volevamo dimostrare. 

Dalla (3) si deduce immediatamente 

(9) lim^ = l. 

Le equazioni (6), (8), (9) unite alla equazione f(0) =■- 0, esprimono le 
condizioni necessarie e sufficienti alla determinazione di /(^), come abbiamo 
dal sdente 

Teorema. Tutte e sole le funzioni intere che sodisfano a tutte quattro 
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le equazioni 
(a) F(0) = 0, (A) P(i + w) = -F(i), 

(e) hm^ ^ = 1, (rf) lim-i-^ = -, 

sono identiche alla funzione fi — |. 

Infatti, se la funzione Y(z) sodisfa contemporaneamente alle due equa- 
zioni {a) e {b) avrà per radici tutte le quantità della forma ww, e quindi 
avremo 

essendo (f{z) una funzione intera, che sodisfa all'equazione 
(e) y(j-^a)) = 9)(j). 

Sodis£Bicendo la F(^) alla equazione {c\ avremo 






lim , . **^ 



e « f{w) 
ed, osservando Tequazione (8), 

equazione che contradice alla equazione {e), se g> {z) non è una costante. Onde 
e 

''(') = c/(^). 

Per le equazioni (rf) e (9) abbiamo C — 1, e quindi 

come volevamo dimostrare. 

Ora è noto che la funzione sen^ sodisfa alle equazioni 

seno — 0, sen(j-f-7r)= — sen-?, lim — rf ^ = 1, um = 1, 

quindi 

(10) f{z) = SQnz, 
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ed abbiamo 



(11) seTìs = es — esl 1, 

z n \ nj 

e anche 

(12) san -? = ;r 88 — esi 1 j . 



Se poniamo nella equazione (12), i=''^^ abbiamo 

Prendiamo per il radicale il segno positivo, perchè dalla (3) n. 1, risulta 
chiaramente che esj ha valori positivi per valori reali e positivi di s. 

Dalla teorica algebrica della divisione della circonferenza è nota la 
formula 

»-* tn n 
77 sen — = r— 7 . 

Sostituendo i valori dei seni dati dalla (12), abbiamo 

77 sen — = TI**-* 77ies-e8il 1 = tt**-* 77^ es*- = ■^^--r , 

onde 



(14) i^ies^^-^zr; 

e quindi Y equazione (9) del numero precedente diviene 

(15) &&ns = n (27r) 2 77|esUH — j. 

Teorema. La moltiplicazione dell* argomento delle funzioni sen i é dola 
dalla seguente formula 

(16) sen «i = 2**-^ "^1 sen /^ + — V 

Infatti dalla equazione (12) abbiamo 

nz /, nz\ 
r = 7ires — esll 1; 



sen nZ' 



e 

si ottiene 

sen 
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itz /l z\ 
sostituendo i valori di es — e di eswl — 1 dati dalla formula (15), 

onde, ponendo mente all'equazione (12), 

sen n:: = 2*^* i7,sen [s-\ 1 , 

come volevamo dimostrare. 

Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantità della 
forma 

dove (o ed a sono quantità complesse, ed i?» è un numero intero e reale 
qualunque, si esprimeranno tutte per la funzione sen s. Poiché saranno eguali 
a una fimzione intera, che non ha radici finite, moltiplicata per la funzione 
intera 



Iiry~mio-ha)'' 



e questa è data per mezzo di due seni dalla formula seguente 



n 



sen - (a — z) 

^ ' SATl 



sen 

0) 



Infatti, abbiamo 

o) \ «/ i \ rniùj \ ' vm) i\ mio — «/ \ wai + «/ 
onde 

1 £— U 

mo) -h a) 



sen 



na 

sen — 

09 
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Ponendo nella (17) ai = 7r, a = ^, abbiamo 

ma dalla equazione (12) abbiamo 

8en(|;r-.) = ;res(|-^)e8(| + ^); 

onde, per la equazione (13), 

(18) . co8 4: = ec — ecl 1. 

3. 

Passiamo ora alle funzioni intere di seconda classe, e limitiamoci a 
quelle che hanno gl'indici di tutte le loro radici nei punti d'intersezione 
di due sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro. 

Teorema 1. I punti d* intersezione di due sistemi di rette parallele 
ed equidistanti tra loro sono indici di quantità tutte della forma 

mo) + noi' -f- a , 

dove m ed n sono numeri interi e reali qualunque, a , (a e oa! sono qtianr 

tità complesse j ed il rapporto — non è reale; e reciprocamente. 

Infatti, per ottenere un sistema di punti che siano intersezioni di due 
sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, bisognerà prendere un 
punto A , e condurre per il medesimo due rette AB , AB' che facciano ri- 
spettivamente coli* asse delle x gli angoli 9> e 9>', la differenza dei quali 
non sia un multiplo di tv, prendere sopra AB una serie di punti 

A_3 , A_t , A_i , A , Al , At , A3 

in modo che sia 

....___ ^_^ ^_^ _-. ^_^ ^ -_ ^^^ = Al A2 = A2 A3 =^ • • • = r ; 

sopra AB' una serie indefinita di punti 

....A.3,A-t,A-i,A,Ai,A2 A3,.... 

in modo che sia 

. . . . = A'-3 A'-t = A'-t A'«i = A'_i A = AA'i = A'i k'% = A'j A'3 = •••=/, 
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e condurre per ogni punto A^ una retta A^B'» parallela ad AB', e per 
ogni punto A'„ una retta A'^ B^ parallela ad AB. I punti Am,n intersezioni 
delle rette Am B ^ e A'n Bn saranno i punti d' intersezione di due sistemi di 
rette parallele ed equidistanti tra loro. Ora è chiaro che, ponendo 

e indicando con a la quantità complessa che ha per indice il punto A , ogni 
punto Am,n sarà indice di una quantità complessa della forma 

(1) mw + W + a, 

doYe m Q n sono numeri interi e reali. Non dovendo gli angoli tp q tf! dif- 
ferire tra loro di un multiplo di tt, è chiaro che il rapporto — non potrà 



essere reale. 

Se poniamo a> 


e m' sotto la forma 


(1') 




a> = a H- il , (o' = c + di , 


arremo 




(tìl ac-hbd-h (ad — bc) i 
m~ a* + ** 



Il determinante ad — bc, che chiameremo determinante del sistema degli 
indici delle quantità (1), dovrà essere differente da zero. 

È facile a dimostrarsi che il valore di questo determinante preso posi- 
tivamente esprime l'area dei parallelogrammi A^,nA^^i,n A^.n^i A^^i.n^i , 
che si chiameranno parallelogrammi elementari. 

Teorema 2. Gl'indici delle quantità 

(1) ww-f-nw'-f-a, 

ed 

(2) Mi2H-Niy + a, 

dove m ,n ed M , N sono numeri interi e reali qualunque, formano il 
medesimo sistema di punti, quando abbiami le reiasioni 

(3) i2 = ^w -h r«' , ly = f (0 -f- (r«' ; 

(4) jucr — ^ = dt 1 

essendo fi .v ^q e <f numeri interi e reali. 

34 
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In&tti è chiaro che, perchè sia 

(5) Mfl-f-Niy + arsfWw + nw' + a, 

è necessario e sufBciente che siano soddis&tte le equazioni 

(6) M/i + Nf = w, Mv-+-Ncr = ». 

Ora qualunque siano i numeri interi M ed N è chiaro che esisteranno ya- 
lorì interi per m ei n che sodis&ranno le equazioni (6) e quindi la equa- 
zione (5), e a cagione della equazione (4), qualunque siano i valori interi 
di m ed n, esisteranno anche valori interi di M ed N che sodisfaranno le (6) 
e quindi la (5). Dunque ogni punto che è indice di una delle quantità (1) 
è indice anche di una delle quantità (2), e viceversa. 

Teorema 8. / valori dei determinanti deg Vindici delle quantità (1) 
e (2), quando sussistono le reiasioni (3) e (4), sono eguali ovvero eguali 
in valore assoluto e di segno contrario, secondo che nel secondo membro 
della equazione (4) si ha il segno positivo o il negativo. 

Infatti, il determinante degli indici del sistema (2), a cagione delle 
equazioni (3) e (V), sarà 

fia + vc .fJtb-hvd fi V 



Qa + (fc , gb-h (fd 



\a e 
\b d 



= :^.(ad — bc) ; 



onde risulta evidente il teorema che volevamo dimostrare. 

Pertanto dato un sistema di punti che siano tutti intersezioni di due 
sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, si potranno riguardare 
sempre come indici di tutte le quantità della forma (2), e i2 e li' si po- 
tranno sempre prendere in modo che il determinante, e quindi il coefSciente 

di i nel rapporto — sia positivo. 

É chiaro che se F(^) è una funzione intera, che ha per radici tutte e 
sole le quantità della forma (1), le tre funzioni 

P(^) , F(s + (o) , PU + oi'), 

avranno le medesime radici e quindi non potranno differire altro che per 
fattori, i quali non abbiano radici finite. Ma è impossibile che siano tra 
loro eguali, come risulta dal seguente 

Teorema 4. Una funzione intera P(j) , che è doppiamente periodica, 
ossia che sodisfa a due equazioni 

(a) P(^4-«) = P(^), (*) Y(z^(ù') = ¥(z). 

dove il rapporto — non è reale, non è una funzione di z, ma una costante. 

(0 
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Infatti, se F(^) soddisfa alle due equazioni (a) e (b) è chiaro che pren- 
derà i medesimi yalorì nei punti corrispondenti dei parallelognumni elemen- 
tari, e quindi non potrà prendere per qualunque valore di :: , valori diffe- 
renti da quelli che prende nei punti di nn solo parallelogrammo elementare. 
Ma ogni funzione intera che non è costante diviene infinita per ^ = oo (Intr. 
n. 3); quindi F(^), se non fosse una costante, dovrebbe diventare infinita 
per un valore di ^ , che ha Y indice in un parallelogrammo elementare qua- 
lunque, cioè per un valore finito di j, e non sarebbe una funzione intera. 



Le funzioni intere che avranno per indici delle loro radici i punti d*in- 
tersezione di due sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, per 
quello che abbiamo dimostrato nel numero precedente, avranno per radici 
le quantità della forma 

(1) wai + W 4- a , 

dove nel rapporto — il coefficiente di i è differente da zero e positivo, ed m 
co 

e n sono interi reali. 

Consideriamo prima quelle funzioni intere per le quali a = , ed n è 
sempre negativo, ossia che hanno gì* indici delle loro radici tutti situati da 
una medesima parte di una retta AB che passa per T origine. Queste fun- 
zioni che hanno per radici tutte e sole le quantità 

(2) z^mm — mù\ 

dove m qì n sono interi, reali e positivi, non potranno differire tra loro altro 
che per una funzione intera che non ha radici finite. Basterà quindi consi- 
derarne una sola. 

La funzione intera 

ng 
geo — 

ha per radici tutte e sole le quantità della forma 
La funzione intera 

o 1 — e •• •• 



^Wf tiiirtof 

sea - ^ 

» 1 — e •• 
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ha per radici tutte e sole le quantità 

zìzmoù — im\ 

nelle quali /i ha un determinato valore, ed m prende tutti i valori interi, 
reali e positivi (n. 2, formula 17). 
Onde il prodotto 



(3) 



I—e ^ ^ ^ \ 
I 

tn-Kita' f 

I — e « / 



se è convergente per qualunque valore finito di i, sarà una funzione intera 
che avrà per radici tutte e sole le quantità (2). 

Questo prodotto è sempre convergente perchè la serie 

00 tnnw 

J_e « 



è convergente indipendentemente dall* ordine dei termini. Infatti, abbiamo 
dove b è differente da zero, e positivo; quindi 



mod g « = r-^^ < 1 . 
Poniamo 

? = «" , 

e prendiamo la costante C in modo che la funzione (3) divisa per —, e 
fatto ^ = , dia per valore Y unità, cioè prendiamo C = — , e poniamo 

(4) et- = -sen — /7— — il— ;-— , 
ossia 

(5) et ^ = — sen nz Jl — ;— ' — z . 

n 1 i_^2« 
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Indichiamo questa funzione colla notazione etj, perchè avendo il sistema 
delle sue radici eguale alla metà del sistema delle radici di una funzione 
che suole indicarsi colla lettera 0, la chiameremo emiieta. 
Sono facili a dimostrarsi le equazioni 

(6) et(z-hl) = — ets, 



<') 'i'iihi 



-"'i'*'^) eti ets 



sen ns q{\ — e*'^-) ' 

(8) etO = 0, 

(9) lim — = 1, 

le quali sono le caratteristiche della funzióne, cioè sono 1* equazioni neces- 
sarie e suificienti alla sua definizione. 

Infatti, se una funzione intera F(^) sodisfa air equazioni 

(a) F(^+l) = -F(^), (b) F(^ + «^) = |^""'"'"^^. 

(e) F(0) = 0, (d) lim^^=:l, 

#=0 ^ 

sarà identica alla funzione etj, nella quale (o' = (am. 

Infatti, se la funzione intera F(j) sodisfa all'equazioni (a), (b), (e) 
avrà per radici tutte le quantità della forma 

±m — n — y 
w 

cioè tutte le radici della funzione etj; avremo dunque, (Introd. n. 3), 
W F(j) = 9>(^)eti, 

dove q{s) è una funzione intera di j. Sostituendo il valore {e) nelV equa- 
zioni (a) e {b) e ponendo mente ali* equazioni (6) e (7), si ottiene 

e quindi per il teorema 4 del n. 3, (p{2) non è una funzione di ir , ma una 
costante G, e abbiamo 

¥{z) = Gqìz. 

Sostituendo nell* equazione {d) si ottiene C=:l, e quindi 

Y{s) = ^iz, 
come volevamo dimostrare. 
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La funzione e^^Qtz è intera non solo rispetto alla variabile z^ ma 
anche rispetto alla quantità e*^^, quindi potrà esprimersi per una serie di 
potenze positive e intere 'di questa quantità, che sarà sempre convergente; 
cioè avremo 



"'=? 



A.<« 



À cagione 


della 


equazione (' 


7) avremo 










00 


gtn^tnniM^ 


1— 




onde 













y (A„ (1 — q*-)-\- A^, q*-*) e*'^^ =0 ; 
dalla quale si deduce 

ossia 



A„ = (-l)" 



% 



mi-qn 

1 
e quindi 

e""^' et ^ = Ao y \ ^ y d«-^^ . 

Ponendo ^ »> co , abbiamo, per la equazione (5), 

1 1 



27(1 — j***) 
onde 



(10) et. = -5Ì-^^-J^ Ih^^ "-"'** 



^ 1 ^(_l)" <;"<--» 

^''^//(l — J»") ^ /F(l_j«) 



La funzione intera et - ha per radici, come abbiamo veduto, tutte e sole 

le quantità della forma 

II: w« — n<ù' ; 
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la funzione intera eti j avrà per radici tutte e sole le quantità della 

forma 

onde il prodotto 






avrà per radici tutte e 8ole le quantità della forma 

(1) nuo + nu/, 

dove m e n possono essere tanto positivi quanto negativi, e tutte radici sem- 
plici, fuori che le quantità della forma meo , le quali ne saranno tutte radici 

doppie; ma queste sono radici semplici della funzione intera sen — , onde 

la funzione intera 

C 



et^et(-^\ 

<0 \ €0/ 



nz 

sen — 



ayrà per radici tutte e sole le quantità della forma (1). Prendiamo la costante C 
in modo che dividendo la funzione per ^, e ponendo quindi ^ = 0, si ot- 
tenga per valore 1* unità; cioè prendiamo G = — nm, e poniamo 

et — etl 1 nw et— etl 1 1 

(2) «(,) = _„„_2_A_?L/= — ^_A — d, 

^ ' ^ ^ ng nz 

sen — sen — 

Poiché dalla equazione (7) del n. 4, si ha 






e w 



2t sen — 
co 



alla funzione 6{3) potremo dare anche la forma 

(2') e{z) = — inUoe' -''"''' et -^ et (- — ^\ 

=^2ntwe •* et— etl IH 1. 

co \ co »/ 
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Osservando l'equazione (6) del n. 4, avremo immediatamente 
(3) fl(^ + «) = — »(«). 

Anmentando s della quantità a , si ottiene 

sen I 1 I 



ma dall'equazione (7) del n. 4, abbiamo 



7CÙ 

« et' 
etf 



2tq sen — 






(ù fu J 



•Ki , VRiz 2iri«' 



sen f ' ■ — ^^ ' 



onde 



22 






(4) »(.' + «') = _e «-^- 'e{s). 
Abbiamo inoltre 

(5) lim^^=l. 

L'equazioni (3), (4) e (5) unite all'equazione 

(6) «(0) = 0, 

sono le caratteristiche della funzione 6/(^). 

Infatti, una funzione intera F{s) che sodisfa l'equazioni 



•rrt , 



(«) ^g-h^o) = -¥{i), {b) ¥{i-h<o') = — e "^ 'F(z), 

(e) F(0) = 0, (d) Um^ = l, 

non può essere altro che la funzione 6(z). 
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Poiché se F{s) sodisfa V equazioni {e) , (a) e {b) avrà per radici tutte le 
quantità della forma (1), e quindi sarà 

(e) FW = 9W«W, 

essendo fp{s) una funzione intera. Sostituendo il valore {e) nell* equazioni (a) 
e {b)y abbiamo 

y(j -+-<») = q{z) , 9is + ©') = giz) y 

onde 9^^(^), per il teorema 4 del n. 3, è una costante G, e si ha 

P(^) = C e{z). 

Sostituendo questo valore nella {d) si ottiene C ^= 1 ; onde 

come volevamo dimostrare. 

La funzione ^(j) è una funzione dispari, cioè sodisfa T equazione. 

(7) e{-,)=:-e{,), 

come risulta inmiediatamente dalla equazione (2). 

Sostituendo nella formula (2) i valori dati dalla formula (4) del n. 4, 
abbiamo 

(8) 0(^)-^Ben^n {l — q'-y 
ossia 

^ 1 — 2?***C08 »-?**• 

(9) B{z) = - sen — 77 jz j-z . 

6. 

Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantità 

(1) ww + na' + a, 

saranno della forma 

(2) ^{z)e{z — a), 

dove 9>(i) è una fimzione intera che non ha radici finite. 
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La quantità complessa a può sempre esprìmersi per due quantità com- 

co' 

plesse 0»' e 01, se — non è reale, nel modo seguente 

1— M , \—v , 

«=^-« + -^0,, 

dove ju e r sono due quantità reali. Poiché se 

e — non è reale, il determinante ad — bc sarà differente da zero, e quindi 

fu 

r equazioni simultanee 

1 — a . 1 — V 1 — u, 1 — V, 

avranno sempre una soluzione, quando vi si riguardino ju e r come inco- 
gnite. 

Indicando la funzione (2) con B^^^ avremo 



(3) 



ea,vW = yW»(* + ^« + ^"') 



Determiniamo la funzione intera ^(j) in modo che l'equazioni caratteristiche 
di B^^(i) siano quelle stesse della funzione 6{z), che indicheremo con Bi^i{z), 
quando /i = 1 , e r = 1 , cioè siano le seguenti 

(4) e^^,{z-^w)-=e^^'e^,{2), 

(5) 6>a,.(^ + «') = r " ^^^"•'^"""'^ é^^^,(^) , 

(6) ^^((M-l)f + (^-l)f) = 0, 

(7) MO) = i- 

Sostituendo il valore (3) nelle equazioni (4) e (5), abbiamo 

9(^ + w) = ^<^»^*y(ir), y(i-hw') = g^^ *^ *^ ff,{z)\ 

e ponendo 

-1 — 
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si ha 

if>(i -+-«) = tp(i) , v(-f ■+ «') = '/'(*) ; 

onde ip{s) è eguale a una costante C, e 

M^)= c«"""^»H' (*-+^ '"-^^ "') • 

Sostituendo nella (7) si ottiene 

C== 1 

«m((m-1)Ì-^(v-1)|')' 

e quindi 

La equazione caratteristica (7) per le funzioni 0^,s{^), nelle quali fi 
e V sono ambedue dispari, non vale, perchè diviene in contradizione colla (6) ; 
allora invece abbiamo 

(9) lim^'^ = l. 

Le due equazioni caratteristiche (4) e (5) si possono comprendere nella 
sola seguente 

(10) e^,(g + n» + sm') = (— i)^ì- e" ir^*'^'«'> e^^^g) ^ 

dove r ed ^ sono due interi reali qualunque. 

Teorema. Le funzioni S^^{z) , nelle quali i valori di fiyV sono congrui 
rispetto al modulo 2, sono identiche. 

Infatti, due funzioni: 

dove r ed ^ sono interi e reali hanno le medesime caratteristiche. 

La caratteristica (6) rimane evidente che è la medesima per ambedue, 
se si pone mente che le due funzioni hanno le medesime radici. La (7) e 
la (9) rimangono invariate quando si aumenti /u di 2r e v di 2^. La ca- 
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ratterìstica (10) finalmente, non muta per questo cangiamento, il quale non 
fa che aumentare l'esponente di ^ di un multiplo di 2m. 

Pertanto le funzioni O^i^^^i) nelle quali fi e v sono interi, si riducono 
soltanto a quattro funzioni distinte 

^i,i(^), ^i,oW, ^o,iW, SoM- 

Queste funzioni le chiameremo funzioni jacobiane, perchè non differiscono 
altro che per Seittori indipendenti da ^ da quelle che Jacobi introdusse nel- 
r Analisi. 



Dalla equazione (8) del numero precedente si deduce £acilmente la 
equazione 

(1) ^làr^y/,^^^ (i) 

la quale insieme colla (8) ora ricordata serve ad esprimere tre qaalnnqae delle 
funzioni jacobiane per mezzo della quarta e si hanno le seguenti formale 

(2) M^J^e" /^'x ' 

(3) »mW ^-f', 

•'■■12 + 2J 



(9) ».,o(i) = - 
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e r'\ 
(8) «MW = -eM(f)»o..(^-f-f), 

e i^\ 

(11) M^)=_..,.(^),^e-T*f),,,,(,_^|+|), 

'* \ 2 / — / \ 

(12) »,M J\ ''"'■•('+?)■ 

•■•'la) 

•'■■(2) ^ ^ 

Prendendo la formula (2) del n. 5, e sostituendo il valore di ^i,i(i^) dato 
dalla medesima nelle equazioni (2), (3) e (4), abbiamo 

TToiet — eti 1 

(14) M.)= ^4-^' 

sen — 



, ,, et(i- + i^)et(-i-|l) 

(Tri- . 7rc»'\ . w' , / ai'\ 



(15) «»,,«(«)=8en|^« /_, ,^ ,, 

sen 



et(£ + a..(_l_l) 

(16) »...(*) = „. 1 , 1. , 

cos-et^et^-g) 
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«> V"^ w '^ U^2) *H~ 2^;^ ~ 2) 

Mediante reqaazioDÌ (2), (3) e (4), richiamando le formale (8) e (9) del 
n. 5, abbiamo 

(18) »..,w==>.f f-^"Viiy"-' 

1—2?*" CO8— + ?*'• 
= — sen — TI- 



n <ù i (1 — ?*")* 



ticfa; fKiz 



(19) ,„(,)= „i5—L-J_L(i_^J_ 



e " ) 



2rr^ 
1 — 2(7*'»-^» cos h</*"-^* 



(2») ,.M^^^^Sil±^llirM^ 



tnix 



1 -h 2<7*** cos 1- q^"" 

= co8 — n- 



« 1 (1 + ?**•)* 

277Ù 2tri2 






, l-f- 27*"*' cos =-= + <?«»+» 

"^f (1 -+-?»"*')* ' 

Da queste equazioni si deduce immediatamente che le funzioni O^^Jlji) 
sono pari se juv ^ (mod. 2), sono disparì se nv ^ 1 (mod. 2) ; ossia 
(22) fl^.,(-^) = (_l)p»^,,(5). 

8. 

Le quattro funzioni ^^,v contengono due soli argomenti — e — ; quindi 
tra i valori delle medesime corrispondenti allo stesso sistema di valori dei 



— 279 — 

due argomenti dovranno esistere due sole equazioni distinte. Queste sono le 
due equazioni algebriche seguenti 

(1) eUi)=6Uz)-^-^^ eu,) , 

(2) e ..o(i) = euig) ■+- — ]^^^y^ ei,{s) . 

e* 



Per dimostrare queste equazioni osserviamo che dall* equazione (9) del 
n. 6, si deduce 

(ft,\ ^ ^^ -22Ei(co+«u)') / fa\ 



onde 



8 l^\ 

2ra. -f- sa>' H- y » ^ 0,,, \2ra> + W -I- y I = 0, 

«1.0 ((2r-h 1)« 4- W -H y) -(- ''"^^^ »,,, ((2r -+- 1)« + W H-|-) = . 



Dunque la funzione 

>) 






ha per radici tutte le quantità della forma 

rtù+Bfù' -{- — , 

dove 7' ed s sono numeri interi e reali qualunque, e quindi sarà divisibile 
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per la funzione à^,i{z) che ha per radici tatte e sole queste quantità, e arremo 

dove 9>(i) è nna funzione intera. 

Ora da questa equazione, ponendo mente alla equazione (9) del n. 6, si ha 

che sono le quattro equazioni caratteristiche della funzione 0o,i(<i); dunque 
^i) = 0«,,(^), e abbiamo 






come volevamo dimostrare. 

Dair equazione (9) del n. 6, si ricava ancora: 



ra, + ««,'H —j = {-iy e - *'4~^~/ ' 



onde 
fl.o(2r« + 






"lo ' 



i 



tf..o((2/^lV+W+^)+ ' ^ IJ. »... ((2r-hl)«+W+^)=0 



Dunque la funzione intera 
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ha per radici tutte le quantità della forma 



re» -h sto 



le quali sono le sole radici di 9o,„(;) : e quindi sarà divisibile per 0(,,o{2), e 
avremo 

dove g>{z) è funzione intera. Ma da questa si deduce facilmente 

ip{g-i-w)=g>{z), y(^+a>0=^"^'''*^''yWi Sp(^^^^ 9(0)=1; 

equazioni caratteristiche di OoA^) - dunque g>(ii) = ^o,o(^) , e quindi 



e] 



come volevamo dimostrare. 

Ora osserviamo che i due argomenti delle funzioni jacobiane sono 1 rap- 
porti ài z Q ài a/ alla quantità ai; quindi per a» si potrà prendere una quan- 
tità qualunque, purché si varino contemporaneamente s eà a/ in modo che 

cJ 

quei rapporti non mutino. In&tti, ponendo — = modali* equazioni (18), (19), 

(0 

(20) e (21) del n. 7, abbiamo 

(3) 6f»,i(i , m , «0 = ^ «1,1 (-^ ' «^ ' «) » 

(4) 6p^v(-8: , m , «i) = <^fis^(^ y^y^ìy quando /iav = . 

Potremo dunque disporre della quantità oi come meglio ci conviene, e sta- 
bilire tra 0) e il rapporto tv, una relazione qualunque. Prendiamo questa 
relazione in modo da rendere più semplice la equazione (1) ; cioè prendiamo 
la relazione 

(5) «'.•(f) = *"«(|-)' 
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la quale, sostituendo i valori dati dall'equazioni (18) e (19) del n. 7, dà 

^ » (1 + <;»"-')' (l-g'")» 
^ ' n i (1 — ?•"-')' (1 -t- ?*")* ' 

Con questa relazione tra a» e — , la equazione (l) diviene 

(7) »*.» = «*,..(*) + «?..(*). 

Poniamo quindi 

e la (2) diverrà 

(9) eu{z) = KM + ìc'KM^ 

La quantità A;, sostituendo i valori delle funzioni jacobiane dati dalle 
equazioni (18) e (19) del n. 7, è espressa in funzione di q dalla formula 

(10) ^=4^f (ì'+gg;. > 

e suol chiamarsi modulo delle funzioni jacobiane. 
Dalla equazione (9), ponendovi -8^= 17, si ricava 

•'•(f)' 

Se prendiamo la relazione 

(11) A«H-A^*=1, 

avremo 

(.2) ^ = -Al-; 

e, sostituendo i valori dati dalle equazioni (19) e (21) del n. 7, 

08) *'=f[rT|=4- 





1— A* = 
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La quantità K suol chiamarsi modtUo complementare delle fanzioni jaco- 
biane. 

Dall'equazioni (7), (9) e (11) si deduce 

(15) eu{z)= eu,) + k''eu,). 



Esprimiamo ora i valori delle funzioni jacobiane corrispondenti ai va- 



lori ■^, "o , -^^^-75 — della variabile j. 



Dall'equazioni (19) e 21 del n. 7, si ottiene 
Da queste e dall'equazioni (5) e (12) del n. 8, abbiamo 
Dall'equazioni (19) e (20) del n. 7, si rìcara 

dalla quale, dalla equazione (8) e dalla (7) dove sia posto ^ ^ inluogo 
di j, si deduce: 

Dalle formule (2), (3) e (4) del n. 7, si deduce finalmente 
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Dalle formale (2) e (2') del n. 5, mediante i raloiri (I), (4), (7), si 
ottiene 



(10) et 

(12) 
Ponendo 



1 



lù 



2~ i/^yi^' ^^^^ '^2io~i^^ykVi- 

«'H-o) 1 



et- 



2« " \/2miYk^yq^ 



A, = zr(i -?«-), A. = zr(i — j*-^), 



Bo =17(1 -h ?«**) , B, = n{l^q*^^) ; 



abbiamo 



1 IBo 



i Al 



2""7rAo' 2w~27t\/q^o' 



et 



(»'-f-a> 1 Bi 



onde 



ma 



onde 



(13) 



2o» 2;r|/^ A« ' 

B.-A.l/H-^ A.- -^»^!^ B.-A ^'^ - 
Ao Bo Al Bx = Ao 9 Bq Al Bi = 1 ; 



A» • 1/ «iS/' 



l/«/i" B!"^"!/»- 



Sostitaendo i valori (13) nelle formale (18), (19), (20) e (21) del n. 7, 
abbiamo 



/ 



(11) { 



BM = 2Ao ,^ (/;^8en ^n{l- 2^ cos ^ + ,-) , 
«,o(.) = A, j/^ ^(l - 2,-. cos ^' + ^--) , 

«o..(^) = A. |/-J ^ (n- 2g«'-' cos ^ + j^-' ) . 
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10. 



Se nelle formule (14), (15), (16) e (17) del n. 7, sostituiamo alle 

funzioni etlit — hai le serie di potenze intere di ^^^ convergenti per 

qualunque valore finito di z dato nel n. 4, e a senlit l-a| il suo va- 
lore in esponenziali, essendo i numeratori divisibili per i denominatori, avrem 
evidentemente in serie convergente per qualunque valore finito di z 

— 00 

Applicando l'equazione caratteristica (5) del n. 6, si otterrà 

An^t = (— l)'*An^^^ 
onde 

e quindi 

00 twniz 

— 00 —OD 

Applicando la equazione caratteristica (4) del n. 6, avremo 



iris 






(1) 
Poniamo 

(2) 
ossia 

(3) 
(4) 






00 / «W-KV \« 



(tn-hv) 



irt# 



00 / «w-t-i y 



©..oW = l-h2;^(-l)»j< 



— 1 )" 9"' cos 



2nm 

0) ' 
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«...W = 2l?^ * >'co8(2«H-l)-f, 



(5) 



2n7ts 



(6) ©o.oW = l + 2X< 



C08- 



avremo 

(7) M^) = V®f^,v(i), 

dove A^,^ sarà soltanto funzione di q. Jacob! indicò colla lettera H la fun- 
zione 01,1 , colla lettera 6 la funzione 6i,o • 

Dalla (2) si deducono immediatamente l'equazioni 

(8) ©p.tr,vW = ©i^vW , (9) ©;.,v>,r(^) = (— iK^e^vW, 

(10) 0^K.-'(i) = «?"^ ' « * ^®F^.^(* + -T~^T')- 

Dalle fonnule (2), (3) e (4) del n. 7, sostituendo i valori dati dalle 
equazioni (1), (4) e (7) del n. 9, abbiamo 



(11) 






e sostituendo in queste i valori dati dalla equazione (2), osservando la (7), 
e ponendo 




si ottiene 
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e quindi . 



(12) ; 



I 60,, (i) = A |/^ ©o,i(^) , do,oW = A j/j ©a.oW . 



Confrontando le equazioni (12) colle (11) del n. 9, e osservando che A 
ed Ao sono funzioni soltanto di q, e che quindi il loro rapporto si potrà in- 
dicare con g>{q)j avremo 

©i.iC^) = 2ig>(g) / sen ^ ^(l — 2j«'' cos ^ + qA , 

©i.o(^) = 9{q) nfll — 2q*'^' cos ^ + y*^A , 

(^^^ i - nz "^ l Inz \ 

0o,i(i) = 2y( j) j* cos -^ 27 h + 2?»'» cos ^ H- j?*" » , 

©,,,(^) = y(j) ^^l + 2J»'**' cos ^ + j*»»*») . 

Per determinare ^{(i) osserviamo che ponendo x in luogo di — , si hanno 
le due identità 

(14) £ (— 1)*» j?*»^'*^" sen (2« + \)x = ^q) sen ;f ^(1 — 2j»''cos2a?-f-S'*'*) , 

i 

(15) l-h 2 y (— 1)*» y»»* cos %nx = y(s') ir(l — 2^»»**» cos 2a? -+- j*****) . 

1 

Ponendo in queste identità ;* in luogo di ;, moltiplicando una per 
l'altra, e osservando che si ha identicamente 

U(l — 2?*** cos 2a? + ?*") U{y— 25^^*^» cos 2;r + j?»'*^* ) 
1 

= n{\ — 2q^^ cos 2a? + y***) , 
si ottiene 

^^^ Z (- !)'• r'"^'' sen (2« h- 1)^ 
= £ (— 1)** j***^*^'^ sen (2» + 1)^ A + 2 Z (— 1)** ?***' cos 2n;p) . 
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Biducendo il secondo membro, mediante la formula 

2 senpa: cos qx ~ 8en(p -+- q)x -H 8en(j? — q)a , 
ed egoagliando i termini che contengono sen^, nei due membri, si ha 

a>*(n*) 00 00 00 

Ma ponendo nella (14) JP=-o » abbiamo 

00 nn 

y qnin^l) = y(^) J7 (1 + jtn)« 
1 

Onde 

1 

y(g) _ y(g*) _ 9(9*) _ _ vjqn 

nn — q*") nn — q*») nn — q»") nn — q*"") 

111 1 

Ma essendo mod ; < 1 , ed avendosi dalla (14) g>{0) = 1 , sarà 

1 

onde 

9{q) = n{l-q'^) = K. 

Sostituendo questo valore nelle equazioni (13), e confrontando colle (11) 
del n. 9, si ottiene 



(16) ( •■•■'" = t1/'^*-W' »...» = j/^ 9... W. 

Combinando 1* equazioni (16) colle prime nove del n. 9, si hanno i se- 
guenti valori per 0fu,,(O) , 0|*,>.(|j. ^^^i")' ^f^^\~2^) 

('" Mi)"')/?- <") «..■(i)=-'V?> 
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(19) «...(^) = /r^|/^ (20) «..o(0) = |/f . 

(23) 0,.(o)=.|/^. (24) ^|)=,-y^ 

(25) (=>„(^)=_.r'|/f . (26) 00.0(0)--= |/j, 

11. 

Passiamo ora alla determinazione delle relazioni che esistono tra le fun- 
zioni jacobiane della somma e della differenza di due quantità qualunque e 
le funzioni jacobiane di queste medesime quantità. 

Teorema. Qualunque siano i numeri interi in ,v , /ii , i' e le quantità 
z e w abbiamo semjìre 

(1) 29^^,{: -h w) eu.'y(z — w) ©u.-^',o(0) 0o,v-v(O) 

= Po.o(.0 -^ (- 1)'^ Po,i(-?) + Pi.oW + (- 1 )'^ Pi.iW . 
dove 

(2) Pt,i(-?) = ©^+r,,N-Kt(-8') ©p.'-KYj,V^e(^) ©^|iL'^.r.,e(^^) ©yj.v-Vh-iCm;) . 

Le radici delle funzioni intere 0pi,v(* -I- e^) e ©.x'^v'C-^^ — m;) sono rispet- 
tivamente le quantità delle due forme 

,^-4.(2r + /i'-l)| + (25 + /-l)|. 
Ora queste quantità sono tutte anche radici della funzione intera 

Co) F(^) --. Po,o(^) + P,,o(^) -f- (- 1)^ Po,i(^) + (- l).-^ Pm(^) . 

37 
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Infatti, dalla equazione (10) del nnmero precedente, riducendo colle equa- 
zioni (8) e (9) dello stesso numero, abbiamo 

P,,.(w;-^(2r-+-/e'-l)|-4-(25+I'-l)|) 

-^-(— ir''*'-*^^'®a-fx'^r-Kl,v-v'^.eH.i(e^) &r^^i,t^i{w) &u.^,y^r,A^) (^r.,s^s'^t{w) , 

Pr.,e(-i^ + (2r+iu-l)|4-(2s + r-l)|) 

= (— l)*^«^'-»> e^' 0a-a'-Kr*i,v-V^5^i(w^) 0T*l,f-Hl(M^) 0a-aVT,5(w;) &r.,H-'.Ui(w) , 

dove <f e a' sono quantità indipendenti da £ e da rj. 

Sostituendo questi valori nel secondo membro della equazione (3), si 
ottiene in ambedue i casi per risultato il prodotto di un fattore esponen- 
ziale moltiplicato per la somma 

Gu.^u.'^UH^s'^l{tv) &i,i(w) 0a-|x',o(^) 0o,v-v(^) 
— &t^^f,s-.sÌlV) 0o,o(/^) 0u.-u.'^.i,i(/^) 0i,v-v'-m(2^) . 

Ora, se jw — in' è pari il primo termine è eguale e di segno contrario al 
quarto, il secondo è eguale e di segno contrario al terzo; se fi — fi' è di- 
spari il primo termine è eguale e di segno contrario al terzo, il secondo è 
eguale e di segno contrario al quarto ; quindi questa somma è sempre iden- 
ticamente eguale a zero, e abbiamo 

F(w-i~(2r-hfi' — \)^-h(2s-hi'—ì)^\^0. 

F^_;/; + (2r + /t-l)|H-(25+l'-l)~) = 0, 

e tutte le radici delle due funzioni intere 0„.,^(s-\ ,0) e Ou.fy{j! — w) sono 
anche radici della funzione intera F(j). 
Dunque, avremo 

(4) P(.-) = y(^) ©a,v(^ + w) &u.^y(s — w) , 

essendo g>{z) una funzione intera. 

Ora, rammentando Y equazioni caratteristiche delle funzioni jacobiane, 
si ottiene 

F{s -+-«) = (— 1)^-^^' F{s) , F(4 -+ « ) --- ( — l).'^*;^' e «- F(j) , 

nelle quali sostituendo il valore (4), e riducendo coli' equazioni caratteristiche 
delle funzioni jacobiane, abbiamo 

y(^ -f- w) = y(4') , (f{£ -f- to') = (f{s) , 
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e quindi (f{s) eguale a una costante G; e 
(5) F{s) =r C 0p.,v(^ + w) e^^A^ — w). 

Per determinare la costante G, poniamo nella equazione (5) 

w = Oy ^ = /i - + !'-. 

Poiché dalla equazione (10) del numero precedente, si ottiene 

avremo 

C 0..-..^o(i>) 0o,.-.<O) = ©^^',o(0) ©^..^(0) -+- 0*^^.,>,,o(O) 0!,v-v(O) 
-f- 0J,_,,^ (0) 05,..v,x(O) + ©l.j...,,i(0) ©*,,., ^, (0) . 

Ora se /i — ^' — 1 , v — / = 1 , si annullano il secondo e il terzo termine, 
e il primo è eguale al quarto; se fi — /i' = 1 , v — r' — , si annullano 
il terzo e il quarto termine, e il primo è eguale al secondo ; se jw — /i' = , 
I' — r' = 1 , si annullano il secondo e il quarto termine, e il primo è eguale 
al terzo. Dunque in questi tre casi, abbiamo 

ossia 

C = 2©^-^r,o(0) ©o,v-v(0) . 

Se poi /t — fi' — i) e V — I'' = , il solo quarto termine si annulla, e si ha 

0;,o(O) = 0J,o(O) -+- 0{,o(O) + 0Ja(O) . 

Ma dall'equazioni (20), (23) e (26) del n. 10, abbiamo 

0J,i(O) + 0t.o(O) = 0UO), 
onde 

C = 2©J.„(0) . 

Dunque, qualunque siano fi — /«' e v — v' , arremo sempre 
---- 2©_u_.a',o(0) 0o,.-v'(y) . 
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e quindi 

come volevamo dimostrare. 

Prendendo nella equazione (1) per (i , v , fi' e v' le 16 differenti com- 
binazioni dei valori e 1, e sostituendo alle funzioni 9u,v i loro valori 
espressi per le funzioni 0,^, dalle equazioni (16) del n. 10, abbiamo le se- 
guenti formule di addizione per le funzioni jacobiane 

(6) e,,.(i + «.) dU' — «') = *l iW »!.•(«') — »?.o(^) «?-.(«') ' 

(7) ».,o(^ + w) »,.o(i — w) = «U*) <>',,<.(«') - k'e\A') »*,.(«') . 

(8) KiU + w) <'«.i(< — w) = o\M) Ki{w) — KM «U'o) . 

(9) «o-oC* + w) »o.o(i — w) = »!,»(*) «?,,(«') — k'b\Ai) ffU'o) ; 

(10) e,,,(j -h w) 6»,,o(^ — m;) = »,,,(«) «»,.o(*') 6»,.,(m;) »o.o(«') 

-^ #o,i(«) M-f) <'i.>(«') <'i.o(«') . 

(11) «»,,o( « •+ M>) e,,,(s — w) = e,M «,,«(«) »,,,(«;) «..«(w) 

— Kii^) OoA'i) KM o,,oiw) , 

(12) #„,,(J + JO) 6»o,o(s — tv) = #o,i(«) «o.o(«) »o,"(«') *o,i(w) 

-A"tf,..(*)«,.o(^) «,.,(«;) ft,,o(?<;), 

(13) »o,o(* + W) «,,,(* — w) = «o,i(^) tfo,.(«) «o,o(«') «''),l(«') 

+ A"M*) M^) ».,.0<') M«') ; 

(14) «Ui -h W) «o,l(^ — w)^ #,,,(^) «o,,(^) «..«(M') M'") 

-^ »..o(«) «o.o(^) #I..(W) «o-lCw) , 

(15) «•o,i(-' -+- W) «i,i(^ — tv) ------ #.,.(*) #o..(.') «i.o(«<') »«,o(w) 

-M^) Mi) »..•(«') »o,i(«'), 

(16) e,,o(i -^ m;) fl.,o(j — w) = flo,o(*) »,,«(*) ««..(i^)) «..«(w) 

-f- A*<'o,l(i) ».,.(*) »0,I(W) »!,.(«'), 

(17) e,,,{i -h w) #,,o(-' — «)) = oUi) »i,o(-) Mw) ».,o(«') 

— A* tfo,.(*) Mi) M*") ».,!(«') ; 

(18) tìiMi-hw)OoA3 — io)= «.,.(«) eo,o(-)M»)*o,.0'') 

H- ei,(.(i) »o,.(.-) «.,!(«<') ««...(w) , 

(19) #,,o(' -+- W) #...(< — to) = #,,,(♦) 6»„,o(i) tf.,o(w) »»,.('<') 

— Mi) »o,i(*) «.,.(«.') M"')- 

(20) e,,o(*- -f u>) #o,i(i — jf') = ffiA^) tfo,.(f) «i,o('i') "..,!(«') 

+ #o,o(-) tfi.ili) M'") *i.i(2<') . 
(21) <'o,.(i+w)Mi — M') = Mi)»o,.(i)«l,o(M')<'o,>(«') 

- Mi) »...(i) »o.o(«') ».,.(«') • 
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12. 

Ponendo nelle formule (10) e (11) del numero precedente z-+-w in 
luogo di ^, si ottiene 

6>i,,(j H- 2iv) 6^i,o(^) -- ^i,i(* -h w) ^,o(-J -4- w) eo,o{tv) Ki{w) 
+ ^o.o(i^ + w) <^o.i(- -+- w) 0,i(w) Oj^oiw) , 

— ^o.o(-? -f- W) So^.is -h W) (fi^i{w) (fi,o{w) , 

onde 

^..o(^) 1 ^m(^ -^ 2w) - «..,(.-) j — #!.»(-?) ) é^,.o(^ + 2!^) — 6,.o(^) j 

r=: 2^o,o(i' -4- W) ^o.l(<? -H ?^^) ^lAto) (il^w) . 

Dividendo i due membri di questa equazione per 2w , e passando quindi al 
limite per w r=Q^ si ottiene 

(1) «..«(*') ^^%^ -«...(-) ^^%^ = ».,.W»mW- 
Analogamente dall'equazioni (12) e (13), abbiamo 

(2) «.,.(-') ^^^ -«o,o(-) ^^ = a'*«m(*) euz) , 

e dall'equazioni (14) e (15) 

(3) <'o..(.)^^-«...W ^^=«.,oW«o..W; 

e dair equazioni (16) e (17) 

(4) »..«0) ^^ - eU') ^^ = A«tf ..,(*) »o.. W , 

0* 4'* 

e dalle ultime quattro 

(5) %AS) -^^ - »...(*) -^^%^ =-- tf..oW «0,.(*) , 

Di queste sei equazioni tre sono una conseguenza delle altre tre, come è 
facile a verificarsi. Basterà dunque considerarne tre sole. Prenderemo le tre 
(1), (4), (6) che contengono 6^i,o, e le scriveremo sotto la forma 

.7^ ^''Og^M(^) ^log<^i,o(^^) ^o.i(^) ^o,o(^) 
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.Q^ 7>log»..,(^) _ Mogtfo.o(^) ^ ,., <^i.i(^) Ki(s) 

^ ' "?5 3J «'o.o(-) <'i.o(^) ■ 

Derivando qneste tre equazioni, e rìducendo colle altre equazioni di questo 
numero, si ottiene 

nn 7>Mogtfo..(^) . yiogM^') _ Kois) , » «ìM) 

.,_, D'logtfo.o( ^) 7>' logtf,.,(^) ... »^(^) , » ftT..(^) . 

^^^^ :>.-' 7»:^' ~ "" * KJ(^) "^ '^ #r.o{.') ' 

onde 

nq^ ^*^og <*■■■('?) I ^'o^-?) yiog»,.o( ^-) ., »?.,(*-) 

La funzione q>{3) sarà una funzione intera, non potendo divenire infinita 
per nessun valore finito di s; perchè le- quattro espressioni eguali a y(^) non 
possono avere infiniti comuni, non avendo le funzioni 0, , , 0, o , ^o.i , ^o,» ra- 
dici comuni. 

Ora, poiché 

sarà 

yiogtf....a + w) _ y\ogtìt>.Mi) yiogtf.u.,(jH-o/) _ -anogtf)x.v(ir) . 
71^' :>j* ' :>.-' "■ 7>*' 

e quindi 

e perciò ^s) dovrà essere eguale a una costante C, e avremo 






(14) 

?MOgW..oU) ^ ^,, _ 

Per determinare la costante C poniamo 
(15) 



Xi^A') -"^ <■' * Ou-A^) • 
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e sostituendo nelle equazioni (14), avremo 

no\ Jll]0gJ^M(£)_ èlojs) ^. yiOgXoJ^) /.grilli) 

Dalla equazione (15), ponendo mente all'equazioni caratteristiche delle 
funzioni S^,^^ , si ottiene 

log X^,v(^ "^ oj) = — G(os—C-^-h nir -f- log Xj,,,(^) . 

log Xj,,v(^ -^ o/ ) ^ — ^Co/ + -^ j / j "^ y) "^ '"^ "^ ^^S ^;-.^(^) ' 
onde 

(20) ^ ^y.a,.U+^ >) _ 1 '^Xy.À^) ^ _ Co, 

(21) L__ ^X^v(^ + o/) 1 iO:|^^l^,.,_/c,.^2^y 

Xa.'(^-r w) T^J X.aM^) lìS \ W / 

Prendo nella equazione (20) /t~-l, v-O, j = — -,e osservando che 
Xi.o(^) è una funzione intera pari, e quindi la sua derivata è dispari, ottengo 



— C(o = 



Xi.o(f ) 



Nella equazione (21), pongo iu=l, r = 0, j=: — - — , ed osservando 
che dalla equazione (20) si ha 

2 ) ^^«\"~2 / 

ottengo 

(22) ^ ^ , - - C« - C«' - — . 

0) 



y /"il^^* \ 
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Pongo 

(23) r,. 5^^ «' V-^_Z 



^1.0(2) ^>'^(^") 



ed ho 



(24) G = —^. 
Sostituendo nella (22) 

(25) riw' — r/w -= 2ni , 

e le equazioni (20) e (21) divengono 

yy.vi^ + 0)) XV,,(.i __ yV..(J + o/) XV.(j) , 

y^^, (^ ^ co) X^,, (^) '' ' X^,, (^ -4- 0/ ) X,,, (.^) ~ '' ' 

onde 

roa\ yV.»(^ + yno>H-W) Z' Jj) 

18. 

Le funzioni intere Xpi,N('?) sodisfano ad equazioni diflferenziali di secondo 
ordine che ci permettono di calcolare i coefficienti delle serie di potenze po- 
sitive e intere di j, per le quali si possono esprimere. Ripeteremo qui il 
processo di calcolo impiegato a questo modo dal sig. Weierstrass (^). 

Se poniamo 

^=- 

r equazione (1) del n. 12 darà 

(2) (^y = (i-^*)(i->t'^^); 

onde 

Si derivi la equazione (2) riguardandovi x funzione di /e: avremo 



(1) Vedi Journal von Creile^ t. 52. La funzione /i,o(^) è la funzione Al(x) del sig. 
Weierstrass. 
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/7^. 7^\ 



Ma dair equazione (12) del n. 12 si ha 



= ^^^ = _JL/_J iV 

l — k*x* /c\l — k*x^ ) 



1 yiog(l-A»a?') Ar«(l-;g») 



e a cagione della equazione (17) 



onde 



l -aMog(l — AV) _ -^nogx,.,(^) 1— /f' 

2 -is' '" Di* 1 — A'o;' 

^ OiogXi.o(^) , 1 7>log(I-/f*ar') , \ 
l — k* ' l 7)« 2 -òi ì 



1 — k*a* -di 
Confrontando colla equazione (3) 

JìfL.Ì£\ ,/ 'alogXi.o(^) , mogli— A'a;*) . A 

Integrando rispetto a j , e osservando che annullandosi per ^ = , -^ , x'i.oW» 
^'o,c{^)ì la costante dell'integrazione deve essere eguale a zero, si ha 

k(i _ A«) ^ : ^ = _ 2}^SJlA^_ 1 ^log(l— ^*>g') _ ^,^ 
1^/c ' ^i ^z 2 7)* ' 

ed essendo 

2 7)<? DJ 1 — A*a?*\D-?/ ^ ' 
si ottiene 

(4) A(l _ /,.) Il = A«.r(l - ;r*) - (a'. + ^^^^^) ^f • 
Moltiplicando per 4:k\v, e osservando che dair equazione (17) del n. 12 si ha 

(5) AV = _^!li:£2Q:£(i), 

di 

88 
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e perciò 

otteniamo 

re) 2k(l - AM ^''"g^'-»^^) + 2/fcV "^'^"g^'"^^^ + 2lÌ2£ZL<!<£) '^''ogy.oU) 

onde, poiché 

~òi^ 7)i* 7»^' 



avremo 



., / 7)logy...(^) y 
. plogy...(g) y 






7>' \2k(l - A») ^^<>g^-/^> + 2/fc». ^^^^'-"^^^ ^- ( ^^'^g^'-'^^n 'ì 



7»i* 
-f- 4A'(1 -+- k*) w* — 6k*x* = 0. 

Ma dalla (5) si ha 

7>*logXi.o(^) 
DZ* 

onde 



— 2k*a^— 2k* (— V --=: — 2k* -|- 4A* ( 1 -H /.:') a;« — 6/c* x* . 



7»» Ì2A(1 - k*) lÌ2gMf) ^ 2/5:'. ^^^^^^ + /2ÌogJ^oU)\ J 



-« 



Integrando, e osservando che sì ha 
e quindi 
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ed anche 

perchè XiA^) è pari, e che perciò non deve aggiungersi alcuna costante, si 
ottiene 



yiogX,o(.) ^ _ 7>logy,o(.) g^,^ 7)logx.,.(^) 



Analogamente si trova 

t)i^ oZ o/c 

(10) ^^^^^ + 2A«^^^2^V2A(l -A»)^M?^^H-(/fc* + A'i*)Xo..W= 0. 

Ora xi.o(^) è una funzione intera pari che diviene eguale all'unità per ì: = 0, 
come risulta dall* equazione (15) del n. 12; dunque avremo 

Dall' equazione (7) si deduce 

Ai = 0, 3.4A,^-A« = 0, 5.6A3 + 2.4A:«At + 2/:(l— A*)^' = 0, 

2r(2r — 1) A^ H- 4(r — 1) A«Ar-2 + A*A,w, + 2A:(1 — A«) -^^ = ; 

onde i valori dei coefficienti in funzione di k. Analogamente per le altre 
funzioni XfA,'»(^)- 

Ottenute T espressioni analitiche delle funzioni Xìl,^{z) possiamo riguar- 
dare compiutamente determinati mediante 1* equazioni (23) del numero pre- 
cedente i valori di ij e di ry' , e quindi il valore della costante C , che com- 
parisce nelle equazioni (14) dello stesso numero, e abbiamo 
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Sostituendo alle funzioni 0ul,v le loro espressioni per mezzo delle @fi,v(«) > 
abbiamo le quattro formule 

ni^ ^1M®oj(£)__1_/.®m(£) 

14. 

Le funzioni ©^^^ sono a due variabili — e j', e sodisfano a una equa- 



zione a < 


ierivate parziali molto 


semplice. 


Poniamo 


(1) 




7TS 

— = x 


» 


avremo 








(2) 


«."(v)" 


— 00 




e quindi 










M":) . 


(_l)f^nf2? 





"^5 



^(Sn-»-v)ia; 



onde 



2_1 ^ iy (_ l)an t2n-+- r)« « ^ « ^ " 



Le quantità k, k' e (o sono tutte funzioni di q , delle quali facilmente 
determineremo le derivate, valendosi delle equazioni differenziali che abbiamo 
trovate. 

Prendiamo l'equazione (10) del n. 12, cioè 

^ ' e...(^) ^.-' «..oU) T»** »U.-)\ ^s } 
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Ora, abbiamo 

1 yKM 1 7)'ei.,(g) _ 1 -ò*e,As) i yeus) 

;t«/ 1 ve...(i) 1 i>*eiA') \ __4 ^* ' 'l TT ; 

6,»V0,.,(*) 7>ar» ©,.,(5) -ÒX* r '^ w* l)q 

e a cagione dell'equazione (1) del n. 12 

1 nKM \ i_lìhM\ 

«?..(*) \ DI / »?..(«) \ Ds ) 

Onde l'equazione (1) diviene 



-Jlog- 






... <»f..(^) gf.,(^) 



Poniamo a: = — , e quindi i- = -- , ed, essendo 






avremo 

ossia 

(5) 

e poiché 



1q ~ 2^7r« ' 



M ^q 
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sarà 

(6) 



^q 2qn* 

Dalla equazione (15) del n. 13, abbiamo 

Ora a cagione della equazione (3), è 



©o.o(*) ^** ' «* 'iq 



onde 

-4g 






Ponendo s = , e osservando che si ha 



0., 

si ottiene 



^<»-ì/l (^L.=«. «^.(»)=i/!^. 



(7) 



« ^ log 1/- 
iq — :^ — = -^ -4- A* , 

"Dy 2jr7r* 



15. 



Passiamo ora alla determinazione delle formule che danno la moltipli- 
cazione dell'argomento nelle funzioni jacobiane per un numero reale e in- 
tero, cioè alla determinazione delle espressioni delle funzioni 0^^^^{ns) per 
mezzo delle funzioni ^,a.vU)* 

Le radici della funzione intera 0^,„{ns) sono tutte e sole le quantità 

.. (2r + jtt — 1) ùì-^{2s-hv — l) (o' 

^ ^ 2n ' 

Qualunque siano i numeri interi reali r ed ^ potranno sempre porsi sotto 
la forma 
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dove a e /9 sono interi reali minori di n. Quindi le radici di 0^,y{rui) sa- 
ranno tutte e sole le quantità 

(2) /« + ,',' + lAi^ilh+o::=lK^£:^±i« 

di ti 

Ma il prodotto 

' \ ^ / 

ha evidentemente anch' esso per radici tutte e sole le quantità della forma (2) : 
dunque avremo 

(3) ^^An^) = <f(j) //« /7p e^Js -f ^^ ) , 

\ ^ / 

dove y(j) è una funzione intera che non ha radici finite. 

Mutando j in ^ -h w , e osservando V equazione (4) del n. 6, si ottiene 

(4) q>{s + 0)) ^ g>{z) . 

Mutando 5- in i' -f- «' , e osseiTando l' equazione (5) del n. 6, si ha 

n— la— 1 ,Q ,_ 

=^{z~^u>')e -L 4-4- ^ ^ yy //^J.-^ "^ ^^ ), 

\ "^ / 

e. dividendo per la equazione (3), si ottiene 

(5) y(j + a)') = /*'*■'' ^^yW- 



Ponendo 



•Kix 

. . n(n— 1) — . ^ 



l'equazioni (4) e (5) danno 

H,(z + «) = ip{z) , \tf{z + ù/) = i//(i') ; 

onde ip(z) che dev' essere una funzione intera, non può essere altro che una 
costante G, e si ha 

n(n-i)— »-i «-1 / ao) -4- Boì\ 
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Per determinare la costante C , se /tv = pongo « = , se /tv = l 
divido i due membri per i e poi pongo ir = , ed ho 



'^ \ n / 



tniz 



dove gli apici alle lettere 77 indicano che si deve escludere il fattore che 
corrisponde ad a = /J = . Pertanto abbiamo 

\ n / 
Trasformiamo il secondo membro di questa equazione in una funzione raiio- 
nale di 0i,i(ì:) e ^i,o(^). 

Osservando V equazioni caratteristiche delle funzioni jacobiane, e la equa- 
zione (6) del n. 11, si ha 

^M^^ + ^~)^'H^"^ n ì 

Onde sostituendo nella equazione (6) dove sia ;u = e >= 1 , si ottiene, per n 
dispari, 

i of / orto H- /?m' \ \ 

(7) tì,..(«^) :- « e,,,(^) //. /7p ', <o(^) — '' /«„ ? .,// <'(-)t 

dove il segno Tl^ n^ indica che il prodotto deve estendersi a tutti i valori 

n-\- \ 
positivi di a minori di — - — , e a tutti i valori positivi di § minori di n , 

ma per a = si devono prendere per ^ soltanto i valori minori di — - — 
escluso /9 = . 
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Analogamente per mezzo delle equazioni (7), (8), (9) del n. 11, si ha, 



sempre per n aispan, 



( ^si— ^— ) ^ 

(9) eUn:)=KA^) Ti.n^ <M - ,^^1.2 <m: . 

(10) euns)=ea^) n.n^ . eUz)-k'^ ' /«a) + /9aA ^*'»^'^ ' 

( ^'H — ^~) ) 

16. 

Le funzioni jacobiane sono in generale funzioni di tre qimntità z^ (o 
e 0) , e quando tra w' e o) non esiste la relazione (5) del n. 8, le indiche- 
remo colla notazione 0^^^{z , «' , co) , e quando esiste questa relazione essendo 

funzioni delle sole due quantità i ed -- le indicheremo colla notatone 
^^li.vl*^» — ) 1 e con 0^,^{z) semplicemente nei casi nei quali non possa cader 
dubbio sul valore del rapporto — . Quindi essendo 

l'equazioni (3) del n. 8, daranno 

(A) ^J ' 

/ ^pL.v(^ . '"'l . «l) = ^V"A^ ^'^)' i^'' = 0. 

Fin qui abbiamo considerato le relazioni tra le funzioni jacobiane nelle 
quali era eguale il valore della seconda variabile — . Passiamo ora alla de- 
terminazione delle relazioni che esistono tra le funzioni jacobiane S^^J(z , i^ , i^) 
e ^^Az , — j quando sia 

(1) « ^ aSi -f- /Jl/ , «' = ySà W- Ó& , 

39 
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doYO a , ^ , y Q è sodo numeri interi e reali. La risoluzione di questo pro- 
blema costituisce ciò che suol dirsi la trasformazione di queste funzioni. 
Il numero a cui è eguale il determinante ad — fiy dicesi Y ordine della 
trasformazione. Cominciamo dalle trasformazioni di primo ordine, cioè sia 
(2) ad-i$y=\. 

Le radici di B\i,^{z , iH , Si) sono evidentemente tutte le quantità 

(2„ + .-l)f+(2,+ .-„f. 

le quali, sostituendo i valori di /2 e i2' dati dall'equazioni (1) e ponendo 

prendono la forma 

(4) (2;;^'4-iu'-l)|+(2/^'4-r'-l)^. 

Osservando che a cagione dell' equazione (2) non possono essere contem- 
poraneamente numeri pari d e )", a e /?, si ha 

(cr-+-l)(y-f-l) = 0, (a-+-l)(/? -4-1)^0 (mod. 2), 

e le congruenze (3) possono scriversi 

u' ^ ui -h vy 4- rfy , , ^^ 

(5) , ' \ (mod. 2) . 

Ora le quantità (4) sono tutte le radici di d.>.',v( 5" » — 1 ; quindi 

(6) %^^,{z,a ,ik)=^{z)%^.^..{z , ^') , 

dove ^z) è una funzione intera che non ha radici finite. 
Mutando z in z-\-ìù , abbiamo 

(_ i).v.?f. e" ^ '*'"^^^ ' e^^,{z , Si , /2) = (- ir V.v'(^ ' ^) ^(^ -^ «) • 

Dividendo per la equazione (6) , e osservando la seconda congruenza (5), e 
la prima dell* equazioni (1) si ottiene 

(7) <f{z-\-(o) = e ^ (^{z). 
Mutando z in z-hoa' nella equazione (6), si ha 
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Dividendo per la equazione (6), e osservando la prima delle eongruenze (5), 
e l'equazioni (1) e (2), si ottiene 

(8) if(2 -f- 0)') = r ^ ^''"""'^ q{s) . 



Ponendo 






l'equazioni (7) e (8) danno 

41(2 4- tó) = ip{::) , ip{s -h 0)') = ìp{z) ; 
onde ìp{:ì:) essendo necessariamente una funzione intera, sarà una costante C, 



e avremo 



Se /11- = 1 , sarà anche /iS' = 1 , e dividendo per z e ponendo ^ = , si 
ha C :^ 1 . Se /ir = sarà anche /l'r' — - , e ponendo t ■=•- 0, si ha C = 1. 
Dunque 

(9) e„,,(« , 12' , fi) = e losi e^,,M,'^\. 

Ponendo 

avremo dall'equazioni (A) 



«»...fé.5)='-^«4.^). 



Per determinare M e il modulo X delle prime funzioni per mezzo del 
modulo k delle seconde, poniamo nell'equazioni (11) 

n à(o — fio/ 
^~2~ 2 
Dividendole una per l' altra, e osservando le congruenze (5) e l' equazioni (10), 
si ottiene 

{d ui — ^u/ «'X 
(.2) M= *"'1-T-'») 



/ Où) — fiat m\ 
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Poniamo poi nelle medesime equazioni (11) 

Dividendole una per V altra, e osservando le congruenze (5), T equazioni (10) 
e l'equazione (8) del n. 8, si ottiene 

^_ ^ /W...>,^.,((-'-rt2+(— «2T) 

Considerando ora separatamente i sei casi distinti che possono darsi per 
i valori di a , ^ , y , ó rispetto al modulo 2, e rammentando Y equazioni del 
n. 8, si ottiene 

1« caso. « = 1 , ft=l . y = , J = ] : 






(14) ; . VX _-'»P 



; " A* • 

2" caso. a = l. /f=l, y = l, «^ = 0: 



(15) 






3 8 — '- - 

/e* • 

3** caso. « ^ l , /? ^^ , y ^ 1 , à^\ 



(16) 









(17) 



(18) 
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4" caso. «=1, /;?==0, /nsO, ds=\ : 

' A* - A* . 

5^ caso. « = 0, ii^ì , /=1, ó=l: 



0" caso. « = 0, ^/=l, y = l, rf^O: 

17. 

Passiamo ora alle trasformazioni di secondo ordine, cioè determiniamo 
le relazioni che esistono tra le funzioni tf|i,'«(2 , fi' , fi) e f>^,-i{t) . quando è 

(1) w = «i2-f/?fi', 0)' = yi2 -+- rffl' ; 

(2) «rf — /9y = 2 . 

La funzione ^\,\{i ,Ì^,SÌ) ha per radici tutte le quantità della forma 

(3) ma->~nSif = (mà — ny)^-h(ntt — tn^)^. 

Se prendiamo per r ed s i valori od 1 , non ambedue eguali a zero, 
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che sodisfano alle congruenze 

il che è sempre possibile a cagione della {2J, e indichiamo con e zero o 
r unità; avremo contemporaneamente 

; (mod. 2), 

e le quantità (3) prenderanno tutte la forma 

(5) ma) -4- n tó -4-^1 — 1 . 

Ora le quantità (5) sono evidentemente tutte le radici della funzione intera 

dunque avremo 

dove <f{z) è una funzione intera che non ha radici finite. 

Osservando V equazioni caratteristiche di ^i,i(i') , e le congruenze 

che sono conseguenza delle congruenze (4) e dell' equazione (2), ottengo per 
determinare 9)(i) V equazioni 

dalle quali deduco nel solito modo 



y(j) = Ce wi2 ; 
onde 

e,^,{s ,ff ,n)^Ge Olii 6,^,(2) e,^r^^s{^) . 

Dividendo per ì: , e facendo j = , ottengo C — 1 . Quindi 

(6) fl,.,(«,fi',fl) = e <oU fl,,,(i) (»,^,..,^,,(5) . 

Poniamo 
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ed arremo dall'equazioni (À) del n. 16 



(8) 



^''■•'(é ' ^)^^ *""'" «...(-) ».*r,.*,W. 



Le radici della funzione intera Oi.oix . ^ > ^) sono evidentemente tutte 
le quantità della forma 

(9) mSè H~ /iJ2' 4- — = (7nS — ny) -~h (na — mfi) ir -*- j w' — 7 « . 

^ J J 4 4 

V caso. Se a^y^O (mod. 2) le quantità (9) hanno la forma 

dove r , 5 ed £ hanno il significato che loro abbiamo dato precedentemente. 
Quindi si dimostra in modo analogo la equazione 

(10) M^.-fi'.fi) = *"^ e..|...|(*)e,.|.,.,.|..W, 

e per le equazioni (7) 



2° caso. Se a ^ 1 , y ^ sarà rf ^ (mod. 2), e le quantità (9), po- 
nendo ^ — ^^ avranno tutte la forma 

(12) w'«)-+.wV + é|it: j. 

Ora dall'equazione (7) del n. 11, ponendo mente all' equazioni (18) e (19) 
del n. 7, abbiamo 



onde 
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e le quantità (12) sono tutte radici della funzione intera 

"'4) 

e quindi potremo dimostrare nel solito modo l'equazione 
e per le posizioni (7) 

3° caso. Se « ^ , y^l sarà p? s= (mod. 2), e le quantità (9), po- 
nendo p = ^ » prenderanno la forma 

(15) w'cw+wV-f^f^- j. 

Ora dall' equazione (8) del n. 11, si ricava 

<.(.f =!)='+<-'>' ■ 



t^' ' 



onde 



di,i {meo + /^V ^- * 2" 4 ) 



e quindi le quantità (15) sono tutte radici della funzione intera 

<oU)-(l+(-l)'//) 6l,(z). 
e si dimostra nel modo solito 

(16)M^»-«'.^) = ^i.o(^ , ^)-rML'/[(9f,o(i)Hl+(-lW^^^ 
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4° caso. Se « ^ y ^ 1 (mod. 2) sarà fi^ó^e , e le quantità (9) 
avranno tutte la forma 

(17) m'« + ?i'(o' ^ (^ — {—ly ^\ . 

Ma dair equazione (9) del n. 11, si ottiene 

<-r-(i-<-^)-f)" 



" '-<-"■* 



onde 



= ^^^ ^^iz^ 1 — (—!)•— , 

e le quantità (17) sono tutte radici della funzione intera 

e quindi si dimostra nel solito modo 



Le relazioni delle altre due funzioni ^o,i(^ 9^ ^^) i ^oA^ « -^ « ^) con 
le O^j,^^) si possono ottenere in modo analogo, oppure si possono dedurre da 
quelle ottenute per le due funzioni 61^1 ,0],o. 

Per la determinazione del moltiplicatore M e del modulo A della fun- 
zione trasformata ci limiteremo ai soli casi ai quali si riducono come ve- 
dremo tutti gli altri (n. 19). 

Sia a=l, /? = 0, y = 0, rf:=2; avremo 5=l,r = 0,€ = 0, e 
quindi 

(19) ^Ki(^ , ^) = KMKo(^)^ ^1,0 (^ , 'j) = <o{s)^/ceU(,). 
Pongo 4r = - = -T- , divido queste equazioni una per V altra, e po- 

a ù 

nendo mente air equazioni (1) e (3) del n. 9, ottengo 

1 M 1 

U 



(20) 



M = 



1 + A-' |/ì 



'V 



40 
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onde 

Sia a = 2, /J = 0, )'=0, rf = l; avremo r = 1 , s = , 
(22) M «M (^ , --) = 6Ui) «...(*) , «..o(| , ^) = «1,0 («) «o,.W ; 
quindi, a cagione della equazione (10) del n. 11 

Pongo z = - = — , ho 

Po j = — = — -- ed osservando che si ha -7 -— — , dalla prima delle 
2 2 A (ù 

equazioni (22) ottengo 

Dair equazioni (23) e (24) si ricava 

(26) M = j^, (2») » = 1=|. 

18. 
Determiniamo ora le trasformazioni di ordine primo dispari p ; cioè 



(1) (ù = aÙ -\- fiU , w' = yi2 + SQ' ; 

(2) ad — ^Y=p^, 

p numero primo dispari qualunque, cerchiamo la relazione che esiste tra la 
funzione 6^^^{g ,SÌ\Sà), e le funzioni 0^^y,(2) . 

Le radici della funzione 0^^^{z ,SÌ,SÌ) sono tutte e sole le quantità 

(3) (2w + /^-l)|-h(2/i+.-l)y = 
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Se prendiamo per r ed s i valori minori di p , ma ambedue non eguali a 
zero contemporaneamente, che sodisfano alle congruenze 

il che è sempre possibile a cagione dell' equazione (2), e indichiamo con t' 
un numero intero minore di p , avremo 

mi — ny^fr ^ ., . 
, (mod. p) ; 

ed essendo C un numero intero minore di p , sarà 

(^e — l)(r — (r — 1 )y = {21 H- |u' — l)p + 2fr 
(r —l)a — {fi— l)fi= {21' -hv' — l)p + 2t"s ; 

e quindi le quantità (3) prendono tutte la forma 

(5) ma) -h nto -+- ti I -f- ^^ — ^ ^— , 

dove 

,,'_l^(^_l)rf_(,,_l)y 

1 —l = (r — !)« — (/* — 1)/J 
ossia 

(6) '"-''*^*'^^-^''^mod.2). 

e per t bisogna prendere tutti i p residui differenti rispetto al modulo p. 
Ora le quantità (5) sono tutte le radici anche della funzione intera 

quindi avremo 

(7) ft,,,(^ .ai,U) = g>{,) % V.v[^ + / (^^^^y^ 

dove fp{z) è una funzione intera che non ha radici finite. 
Mutando ^ in ^-f-w nella equazione (7), ottengo 

Dividendo per la (7), e osservando la seconda congruenza (6) e Y equazioni (1), 
si ottiene 

(8) fp{s + 0)) = ^ wi2 ^ "'^^ fp{z) . 
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Mutando ^ in j -4- o)' la equazione (7) diviene 

onde 

e dividendo per la equazione (7) 

(9) (f{s-^(o')—.e wi^ ^ y(^). 



Ponendo 



^(j)=»^ Olii w |^(j), 



si ha dall'equazioni (8) e (9) 

if.{2 + ft>) = i^'(^) , ip(s + 0)') = qis) , 

onde i//(j) essendo funzione intera, per il teorema 4 del n. 3, sarà una co- 
stante C , e quindi 



«^ 



,(.,fi',i2) = cr^(¥-"^"")'fv.'[^+/{^^)]. 



Se /ir ^ juV ^ 1 , divido per j e pongo i = , se /«r ^ /«V := pongo 
ì: = , ed ho 

i-'?V...Q(^)]; 

dunque Analmente 

''7\ r /rw-4-W\~ 

/"-' I / rw -^- Sft» \ 



(10) e^,, 



Pongo 
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ed ho 

(12) Me..,(s 



''7.'« r /m-^«a»'\ 

, IL ^\ ,-g(L4-.--) r-l--+'(^) 



(13) 






^r = .uV = (mod. 2) . 

Qualunque siano i numeri interi a , /? , y , rf e in conseguenza i nu- 
meri r ed s , le trasformazioni differenti di ordine primo dispari p non 
possono essere in numero maggiore di p + 1 . 

Infatti è facile a vedersi che quando ^ = , sono identici i secondi 
membri delle equazioni (12) e (13) qualunque siano i valori di r, e che 
quando s è differente da zero sono identiche tutte quelle trasformazioni per 
le quali lo stesso valore di e rende 
{a) sa^r (mod. p) . 

Quindi, quando è sodisfatta questa congruenza ponendo 



Wa =•■■ 



e quando 5 = 



0) 

P 



avremo soltanto jo + 1 trasformazioni differenti corrispondenti ai p valori 
di a eguali ai differenti residui rispetto al modulo jd , e a cr = oo . 
Le formule (12) e (13) divengono 



Ht «m(/w,) 






7r»p^« 77, d,,i(i:-f-/a»oo) 



e MjoWA» 



1 



(") v.(^.é)='-— ?^^^ 
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Queste fonnule possono trasformai-si in modo che contengano nel secondo 
membro soltanto razionalmente funzioni jacobiane tutte dello stesso argo- 
mento s. 

Infatti r equazioni caratteristiche delle ^^l,^ danno 

quindi sostituendo nei secondi membri delle formule (14), (15), (16) e (17) 

V — 1 
ai fattori nei quali />^— r — i Yalori dati da queste equazioni, abbiamo, 

per qualmique valore di e, 

Ma dall' equazioni (6) e seguenti del n. 11, si ba 

eu^) -'- '^'"^'^ - ^ «U^ '■ ^'^ • 

/Ì8 //m \ = »1,0(-?) ^2 ., x»l,lU) ^ 

^^o^of'g H- ^qyq) go^o(j — iasg) 2 / V 7.«^LaÌ^^^/i2 / ,\ 
^o,o(^fl^a) Cro,o(/a^a) 



onde r equazioni (18) e (19) daranno 



— 319 — 

19. 

Prima di passare alla determinazione del moltiplicatore Ma e del mo- 
dulo la delle funzioni jacobiane trasformate, converrà osservare che relati- 
vamente ai valori di a , /? , / e (f basta limitarsi a due soli casi distinti, 
come risulta dal seguente 

Teorema. Ogni trasformazione di ordine primo p equivale a due tra- 
sformazioni successive, una di primo ordine, e l'altra della forma 

(1) aì = n, w=QSà-hpn\ 

oppure della forma 

(2) (o=pSi, a)' = i2'. 

Infatti, sia una trasformazione qualunque di ordine primo p 

(3) (o = an-hfiSà\ M —yn-hiS^, 

(4) aó — fiy = p. 

Essendo p un numero primo, a e ^ o. saranno primi tra loro, o avranno p 
per massimo comun divisore. 

Se « e /? sono primi tra loro, potrà risolversi in numeri interi, rispetto 
a / e (f' l'equazione 

e quindi y e à avranno la forma 

y = y'p^Qa, ó = rf> -4- Qii , 

essendo q un intero qualunque <ip. che sodìsferà le due congruenze 

(5) Qa — y = 0, (>/J — (y = {moà.p). 

Ora è chiaro che le due trasformazioni successive, la prima di primo 
ordine 

la seconda di ordine p e della forma 

ft) :== O), , 0)' = Q(Oi -\~p(ù\ 

equivarranno alla unica trasformazione (3). 

Se a e /:^ hanno per massimo comun divisore il numero p , sarà 
a=pa\ fi=p^, a'rf— /y'y=l, 

e le due trasformazioni successive 

«, = a'jQ + /fl', iù\ = ya + òa 
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di primo ordine, e 

di ordine p , equivarranno alla unica trasformazione (3). 

Dunque nelle trasformazioni di ordine primo p , relativamente ai va- 
lori di a, /9, / e (f basterà limitarsi ai soli casi seguenti 

a==l, /? = 0, Y<P. i = p. 
a=p, /? = 0, y = 0, S = l, 

Confrontando le congruenze (4) ed (a) del numero precedente colle con- 
gruenze (5) abbiamo 
(6) Q^ — <r (mod. p) , 

e le congruenze (6) del numero precedente danno 

v' ^v (mod. 2) , 
fi'^fi, se 1=1; ii^ix + q se v^O. 

Poniamo nelle formule (18) e (19) del numero precedente 

0) 

Per la trasformazione (1) avremo 
e per la trasformazione (2) 

p A^ Mod 



2 

Quindi dividendo Y equazione (18) per la (19) in cui sia posto ju = ju' ^- 1 , 
V ^=^v* = , avremo supponendo q pari, 



Mo 



'''''•'<'->»„.{|+<».)»,..(f-<»-.)' 



ed essendo 

/« \ 
«. 1 _ -«- ^ i 

»o,o(x) " 
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sarà 

ed 

^' 1 #?..(^««)»J,»(/«'«)' 

Poiché il segno del moltiplicatore non mata le formule (18) e (19) del nu- 
mero precedente quando fi = , potremo per uniformità prendere 

M.=(-l)» ^, 

e così avremo M dato sempre dalla medesima formula 

(9) M, = (-l)« f. «..(,„,),..;,«,) - 

Ponendo nella equazione (19) del numero precedente ^ = , r = , 
e quindi jit = 1 , v = 0, dividendo V una per 1* altra V equazioni ottenute, 
e osservando la equazione (12) del n. 8, abbiamo 

Prendendo neir equazioni (18) e (19), dove /* = ! , v = 0, 



e quindi 

pMg yj'a -h (g -+• 1) Mg Ag MflO^«+P^OoMoo 

^^ 2 ' ^- 2 ' 

dividendo l'equazioni ottenute una per 1* altra, osservando T equazione (8) 
del n. 8, e prendendo q pari, si ottiene 

Il moltiplicatore M^,, e i moduli A^ e l'^ della funzione trasformata 

vita' 

si possono esprimere &cilmente per mezzo della quantità ; = « ^ . 

41 
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Infatti riprendiamo dalle formule (6), (10) e (13) del n. 8, e ricanamo 
dalle formule (4), (5), (6), (21), (23), (26), (27) del n. 10 i valori di », A e A' 
espressi per la quantità q : 

^^^' I/tt i(l-g»»-»)(l-hj»-) érj ' 

(13) fk=2\rinj^^^,J4-^^ 

— 00 
— 00 

Ora se poniamo 

sarà 

q^=e ^P« P^ = gPa«, q^=e "=S«», 
essendo a una radice immaginaria p^*^^ dell* unità ; ed essendo o mi nu- 



mero pari, e quindi -^ un intero A, avremo che i valori di a per le fun- 

a 1 



2 

zioni jacobiane trasformate saranno della forma q^ e a^q^, quindi 

tn-l In 

-■" )(1 -,-»■■«) _|-j7^->, 






(1_^P «"«-"A) (l+j'J'a»"*) 



(16) t/^=^ii+i2r!mizzl!:^=y,«..p, 

^^''^ [/ti 7 (1 — ?«"-"") (l-hj*""/ :ei* ' 



tn •y 

,_ ^/ ± » fl4-ffPa«"*)* -^^ 

(17) ^A, = 2l/g»-a^g ^^^4, ^ = ^ 

(18) |/X: ^ 2 ì/^ ^(i + ^^ly = - 



jC'r-')* (^')** 



m^h 



1?" 



— 00 
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(19) ^=g <^ y^" ^ ^^^^^ ;;; 

— 00 

00 

(20) ,/K = n;-i-^^,^=--^— -. 

— 00 

I moltiplicatori M^ saranno dati dalle formule 



onde dall'equazioni (12), (15) e (16) avremo 



M^ = ^=— , M«=(— 1)^— = (— 1)^'-51-^ 



00 !»L / «-.1 « 

Z ? ' «•"'* /^ t/(-i) » p Z r'" 

— 00 —00 

Per mezzo dell* equazione (5) del n. 14, considerando X„ come funzione 
di A, A; di ; e g di j^(,, si oftiene facilmente la relazione 

20. 

Le due trasformazioni corrispondenti a(r = ed a<r = oo effettuate 
successivamente danno la moltiplicazione dell'argomento. 
Infatti, sia 

(') Ì=^- »...(f-^.-')=».,.(f.-^.-'), 

avremo dalle formule (14) e (15) del n. 18 



«frvi 



M, = -, 
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Dalla equazione (l) abbiamo anche 

quindi dalle formule (16), (17) del n. 18 si deduce 

. I SA ^\ 
(8) { ^ iz\ ^' MlJ^XlZl 

2=-' A 

M«=(— 1)» — . 

g 

Ponendo nell* equazioni (3) ^rr- invece di z , sostituendo nei secondi membri 

Jllo 

i valori dati dall'equazioni (2), e osservando che si ha 



otteiremo 
/ 



W) 



fl /_,\ \ V f 









Confrontando T equazioni (4) coir equazioni (6) del n. 15, abbiamo 
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Ponendo 



A, 






••(y) 



^'••ly; 



*'''iy ' :?; "'••iy • 37; *''»\y » :?; 

e indicando con X o X' i moduli di ^'•(^'"t)* ® con A e A^ quelli di 
e^^^{z) , si ha dalle formule (9), (10) e (11) del n. 19 



PR' ' «^ E 
onde dalle (5) si ottiene 

«1.1 



/ 



(6) 



p— 1 ^—1 





«. 






,_1 ,_1 «0, 

/7'. ZTp - 

« fl, 



/ tuo' + /?m\ g_. 



/ «tt>'-f-/g«»\ l/^^ ' 
£ 1. 



{ a(ù'-\-fi(ù \ y Af'-' • 



pj 



P / 



= |/Fi*^. 
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PARTE SECONDA 

FUNZIONI FRATTE. 



Il quoziente di due emiseniy gli argomenti dei quali differiscono di una 
data quantità costante, dà orìgine a una funzione fratta che indicheremo 
colla notazione /, cioè porremo 



Aes — 



Determineremo la costante A in modo che sia 

(1) ^^=1. 

Bammentando Tequazione (7) del n. 1, Parte I, avremo 



68^- + *) 



onde 



. = a\ 



* AB 



a°ea 



(2) /W = 



e8(f + *)* 



Per mezzo della equazione (6) del n. 1, Parte I, si ha 
(3) f('-ha)=='-±^m. 
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dalla quale, ponendo a^=Jz, si deduce 

equazione alle differenze finite, analoga alla equazione differenziale 

y » 

che definisce la potenza y = «^. 

L' equazioni (1) e (4) sono le caratteristiche delle f{z) considerate come 
funzioni di una sola yariabile z. 

Infittii dalla equazione (4) presa sotto la forma (3) si ricava 

'^'' {z-^ab) {z-hab-\-a) .... \z-hab-\- (»— l)a] i^'^^' 

lim»"":— (-H-II... X (-H-n— 1) /y . \ / , x» 

= — , ^\\ ^ r^ L^lim^ì^ lim l^±^\; 

^lùn«-I-*(^+A)(f+*-4-l)...(f+è+«-l)'=-('+»«> —^ « ^ 

onde, ponendo mente alla equazione (5) del n. 1, Parte I, si ottiene 

z 

es — 



(f-) 



Noi riteniamo a e & , e quindi anche a^ , come costanti. Se a si rite- 
nesse variabile, per valori non interi di & , la funzione / cesserebbe di es- 
sere monodroma, e occorrerebbero altre considerazioni per la determinazione 
della medesima. 

Quando & è un numero intero e reale n , sostituendo agli emiseni ì 
loro valori espressi in prodotti infiniti e riducendo, si ottiene 

(5) /(j,fl,«) = -?(^H-a)(ir + 2a)...[iH-(n — l)fl]. 

Mediante le formule (15) del n. 2, Parte I, si ottiene la moltiplicazione 
deir argomento nelle funzioni f{g) , e si ha 

es— , , 081 — + —) 

^<'^> =«' -t^tta =«*«*?' -77— r-A ' 
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onde 

(6) nni,a,b) = n'^n]f(^i+^,a,^y 

Le funzioni /(^ ,a,b) considerate come funzioni di tre variabili sono 
note neir analisi sotto il nome di facoltà analitiche, e sono state soggetto 
dei lavori di molti geometri, tra i quali citerò una Memoria del sig. We- 
ierstrass pubblicata nel voi. 51 del Giornale di Creile. 

2. 

I tre quozienti, che si ottengono dividendo tre funzioni jacobiane per 
la quarta, danno origine a tre funzioni fratte, per le quali adotteremo la no- 
tazione sdente 

^^^ '"' M*)' «mW «mW 

Jacobi le indicava colle notazioni sonami, cosami', ^ami, e le espri- 
meva seno amplitudine di 2 , coseno amplitudine di z, delta amplitudine 
di 2. Queste tre funzioni si chiamano funzioni ellittiche. 

Le funzioni ellittiche sono tutte tre doppiamente periodiche. In&tti, 
rammentando le formule (4) e (5) del n. 6, Parte I, abbiamo 

(2) sn (1 + o>) = — sn i , sn (i + 2a)) = sn i , 

(3) sn(i-4-a>') =sni, 

(4) cn (i + o>) = — cni , cn (i -h 2w) = cn i , 

(5) cn(H-a>')= — cni, cn (i-h2w') = cni, 

(6) dn (i + «) = dn i , 

(7) dn(i-4-o>') = — dni, dn(i4-2a)') = dni. 

Le quantità 2a) e 2a)' sono periodi comuni a tutte tre le funzioni ellittiche. 
Per mezzo dell' equazioni (16) del n. 10, Parte I, si esprimono le fun- 
zioni (1) per le &^,h{z) nel modo seguente 

Dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si deduce 

svi 



(m\ — 
^ + 2) = ^' ©li^^i.vW 



Quindi, ranmientando V equazione (8) dello stesso numero, V equazioni (8) 
daranno 
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/ft\ / , «X cniT 

(10, -('+f)=-^^. 



onde 



(12) 8n(--.) = 5^, cB(y-.) = A'^^, dB(y-.j = ^. 

Per analogia colle fonzioni circolari, queste tre funzioni si chiamano zeno 
coamplitudinej coseno coamplitudine, delta coamplitudine di i , e si scrivono 

(13) sncir = 3 — , cncir=-3 — , ano ir = ^ — . 

^ ^ àskz dn^r ang . 

Dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si ha 

onde, ponendo mente alla equazione (9) dello stesso numero, abbiamo dal- 
l'equazioni (8) 

(14) «»Hf) = 7^' 
(16) dn(^+|) = 



cnif 
esn^ 



Dair equazioni (9), (10), (11), (14), (15) e (16) si deduce che quando 

siano determinati i valori di tutte tre le funzioni ellittiche corrispondenti ai 

valori dell* argomento z che hanno gì* indici in un parallelogrammo elemen- 

fi/ 
tare, i cui lati siano - e ^ si hanno i loro valori in tutto il piano. 

Dalle medesime si ricavano anche le seguenti formule 



(17) snJ^^H g— j: 



Acni ' 



,is, c(,+:^)=^,. 
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(19) dn^.+^-) = -^. 

Osservando le formule (6) del n. 5, e (7) del n. 6, Parte I, si ha 

(20) 8n0 = 0, cnO = l, dnO = l, 
e quindi dalle precedenti 



(21) 


802 = 1, 




cn|=0. 




dnf = A', 


(22) 


a' 

8n^ = oo, 




cn2=«>, 




dii2=oo, 


('>.9.\ 


„n/'» + "'\ 


1 


fin 1 1 


A' 


Hn/^" + -" 



Dall' equazioni (7) e (9) del n. 8, Parte I, si deducono le seguenti re- 
lazioni algebriche tra le tre funzioni ellittiche 

(24) sn*-jr 4- cn* -? = 1 , 

(25) dn*i + A:«sn«i = l. 



Dividendo per la equazione (7) l' equazioni (10) e (11), (21) e (14), (17) 
e (16) del n. 11, Parte I, si ottengono per l'addizione degli argomenti le 
formule seguenti 

,^ . , ^ . sn if cn w? dn m; ± sn 2^ cn ^ dn ir 

(1) 8n{ig±w)=^ — 



(2) cn{s±w) = 

(3) dn(irzh:tt;) = 



1 — A' sn'if sn*M? ' 

1 — k* sn*^: sn^w ' 

iniiinw=^k*sìijions8iiwciaw 
1 — A* sn*^ sn*^^ 



Dividendo V equazioni (6), (8) e (9) per la (7) del medesimo numero, si ha 



sn'^ — sn'w; 



w' 



(^) sn (z + w) sn (n — w?) = z — ,, ^. ^^, 
^ ^ ^ ^ ^ ^ 1 — A'sn'^sn < 

,^. / V / \ cn*M; — sn'^dn'w; 

(6) Cn(^+t.)cn(l-t.)= ^_;,^,^^,,^.^ > 

,^. ,.,.,, V dn'tg— A:*sn*^cn»u? 

(6) dn (if 4- m;) dn(iff — «£?) == -r; jz — ;; z — 
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Dair equazioni (1), (4) e (6) del n. 12, Parte I, dopo averle divise per 
d*i,oW, 8i ottiene 

(7) —: — = cn ir dni , 

(8) -^p = — sn^dn^, 

(9) —z — = — A'sn^cn^. 

Ponendo nell'equazione (7) 8n^ = y, ed osservando T equazioni (24) e 
(25) del n. 2, si ha 

^^^) (fy=(i-y')(i-AV)- 

Questa equazione differenziale e la proprietà di annullarsi per ^ = possono 
riguardarsi come le caratteristiche della funzione ellittica y = sn ^. 
Dair equazione (10) si ricava 

(11) ,= r^=^_ 

quindi sni' è il limite superiore di questo integrale che ne rende il valore 
eguale a i. La quantità z riguardata come funzione di y si chiama ampli- 
tudine, o anche integrale ellittico di prima specie. 

Poiché sn - = 1, avremo 



l'i 



^(l-yO(l-AV)^ 



ed essendo sn — - — = - , sarà 



2 -J, t/(l_yt)(i_^y.)' 

onde, a cagione dell'equazione (12), 

f ^ ày 

-'i |/(l-y«)(l-*V)" 



Pongo 
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w[_ . r* dx 



ed ottengo 
(13) 

Pongo 

ruì K= f' ^y K'= f' ^y 

X |/(i-y»)(i-Ay)' Jo t/a-y'Xi-A'y)' 

ed ho 

(15) « = 2K, a)' = 2tK' . 

Le funzioni ellittiche che hanno il modulo k reale e >> 1 , si esprimono sem- 
plicemente per quelle che hanno il modulo reale e < 1. Infatti dall* equa- 
zioni (14) del n. 16, Parte I, abbiamo 

(16) ^ìiikz,'À = k%VL{z,k), cn|A*^,-)=.dn(^,A:), dn/Ai',T)=cn(ir,A). 

Le funzioni ellittiche che hanno l'argomento immaginario si esprìmono per 
quelle che hanno Y argomento reale. Infatti dair equazioni (19) dello stesso 
numero si ricava 

(17) Hn{zg , k) = — / \,' , cn(w , k) = — ; — 777- , dn(ei , k) = — 7-^ • 
^ ' ^ ^ cn(i',A) V ' / cn(^,A) \ ^ ^ cu{jg,kf) 

Per mezzo deir equjizioni (1), (2), (3), (16) e (17) di questo numero, le fun- 
zioni ellittiche che abbiano un argomento complesso x-hiy, si esprimeranno 
per mezzo delle funzioni ellittiche dei due argomenti reali ^ ed y. 

4. 

Le derivate delle quattro funzioni jacobiane sono anch'esse funzioni 
intere. Dividendole per le respettive loro primitive, avremo quattro nuove 
funzioni fratte, per le quali, scrivendo le derivate al modo di Lagrange, 
useremo la seguente notazione 

(1) z,,(.)-^^^^^^-^^^^j. 

L'equazioni (8) e (9) del n. 10, Parte I, daranno immediatamente 

(2) Zj;^,r,v*„(l)=Zjx.v(^), 

cioò le Z(i,v che hanno gli indici congrui rispetto al modulo 2, sono eguali. 
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L'equazione (10) dello stesso numero dà 

(3) Z^.,(.- H- ^' I + ,' I) = _ 2i^ -4- Z^.^,.,wW . 
Prendendo fJ = 2m , v' = 2m' ed osservando T equazione (2), se ne deduce 

(4) l^,{z -f- ma»-f-mV)=— ?^^ + Zi^vW . 

Per mezzo dell'equazione (3) si esprimono tre funzioni Z^i,^ per la quarta 
nel modo seguente: 

(6) ZmW = Zi,o(^ + |) + ^\ 

(6) z,.(.) = Z,o(.+!^) + J, 

(7) Zo,oW = Z,,o(^ + f). 

Quando jtt e v non sono ambedue congrui all' unità rispetto al modulo 2, 
essendo Z^,^(i) il quoziente di una fanzione intera dispari divisa per una 
funzione intera pari, avremo 

(8) Zt.,.(0) = 0. 

Poiché Zi,i(j) è il quoziente di una funzione intera pari divisa per una fun- 
zione intera dispari, sarà 

(9) Zm(0) = oo. 

Ma dalla formula (3) del n. 10, Parte I, abbiamo 

||(-l)'»g(^)sen(2«H-l)^^ 
Z,.,(f) = ; 

y{—lY^ * >'sen(2»+l) — 
TP" 10 

00 / t»w-lN t 

y(— l)"(2»+l)jV * >'cos(2»-l-l) — 



onde 



00 / tn4-\\ \ 

y{-ir{2n-hl)q^ • J 



nz' 
t^iN, 8en(2/H-l) — 
tu 



(2» + l)? 



e quindi 

(10) lim^Z.,,(*) = l, 
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Quando non sono contemporaneamente 

dalla equazione (3), osservando la equazione (8), si ricava 

(11) ^^^(f)^^, 

ed a cagione della equazione (10) 

(12) Um^Zo,i(^+|) = l. 

Quando non sono contemporaneamente 

C^J(mod.2) 
si ha egualmente 

e per jii = 1 , V = 

(14) lim^M(^ + f) = l- 
Analogamente si trova 

(15) z„,(^).-2, 
quando non siano 

^^J(mod.2); 
e 

(16) Im fZ... ^i-h ^!^-^) = 1 . 

Per mezzo dell'equazione (11) del n. 13, Parte I, si ottiene 

(17) ZV,(*) = -J-A«sn»(i + (l-i«)|H-r|'), 
dalla quale abbiamo 

ZV,,(^4-«;) — J-A»sn*(i + «; + (l-|«)| + v|), 

ZV.(i-«») = -J-A»8n*(i-«, + (l-i«)|4-,'|), 
e sottraendo 
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ZV.(*+«»)— Z'^,(^— «>)=— A»[^sn* (^ + «> + (1 — |it)| — v|) 

— m'[g — w 4- (1 — /*)f +»' f )_| 
Wanh+{ì-ft)^-hvj\(inii+{l—fi)^-hv^\ành-hil-ii)^-^^ 
fi — A» sn» (^ + (1 — /i)| + V ^) sn'wT 

Moltiplico per dw, ed integrando ottengo 

2cn(<+(H-itt)|-hi'|-)dn(«+(l— iM)|H-t'|) 

Pongo 10 = ed ho 

an(z + (l-fi)^-^v^) 

onde 

(18) Z^,(i + «£?) + Z^.(^ — 1«;) = 2Z^.W 

1— A* sn* ( if + (1 — ju) ^ + r ^ jsn'te; 

Pertanto avremo per le quattro funzioni: 

(19) Z,,o(^ + m;) + Zi.o(^ -w) = 2Zi,oW 1— ^fcw^sntu; ' 

(20) Zo,i(-? + M^) H- Zo.i(^ — w) = 2Zo.i(-?) 



(21) Zo,o(^ + «;) + Zo,o(^ — m;) = 2Zo.o(-?) -f 



cn^(cn*i — dn'i sn'ic;) ' 
2/c^kf*siìsciiigBn*w 



(22) Zi,i(^ + te;)-hZ|,i(i — «;) = 2Z,,x(l)^- 



dn^(dn*l — A'cn'isnHe?) ' 
2cnxdn5sn*t(; 



sni(8n*^ — 8n*«£?) 
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5. 



Int^rando l' equazione (17) del numero precedente nel caso di /( = 1 , 
v = 0, ed osserrando che si ha Z|,»(0) = 0, si ottiene 

(1) k* f sn»* (fa = — ^ 1 — Z,,,(<) . 

Ponendo 8nir = y, si ha 

(2) *.r-==^^====-i.-Mx). 

J% y (1 — y*) (1 — A'y*) •• 



essendo 



^^)/{X-y'){\-ìi?f) 



L'integrale che comparisce nell'equazione (2) snol chiamarsi integrale 
ellittico di seconda specie. Legendre ha dato questo nome ad un altro che 
facilmente si esprime per mezzo del precedente. 

Ponendo ^ = -^ e quindi y = 1, ottengo dall' equazione (2) 



(3) l 



J,)/{\—y*){\ — kY)' 



m-\-tti 1 

Po « = — - — , e quindi y = — , ed ho 



_^ f ' y*^y I r p y*^y 

J, ^(1 — yt)(l _ ^y») J, |/(1 _ y.) 



«)(1-AV*) 
onde, osservando la (25) del n. 12, Parte I, si ricava 



Ponendo al solito 



'• ^(1- 


-y»)(i- 


-kY) 


„.. }-. 


-K*x* 




y — 


k* ' 
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otteogo 

(4) 
Pongo 

(5) 



2 2 ^0 |/(1— x«)(l — -f*d:«) 

) 'A |/(l_d;«)(l_AV)' 

JJ' _ yj'l f ' ^''^^ 



ed ho 

(6) r; = — 2H, V = 2jK' — 2m'. 

Sostituisco i valori (6) e i valori (15) del n. 3 nell'equazione (25) del 
n. 12, Parte I, ed ottengo 

(7) KH' — HK' — KK' = 5. 

Dair equazioni (19), (20), (21) e (22) del numero precedente si deduce facil- 
mente 



(8) Zi,o(i -hw) = Zi,o(-?) + Zi,o(t^) — k* su z su tv sn(^ H- w) 

^ ' '^ ' '^ ^ '^ ^ cnifcnt^cn(^H-?(;) 

(10) z„(. + ») = z.,.w + z.,.(.) +*■*•• :;;™:;;^tl) • 

(1 1) Ki(i + w) = Zi.i(^) + Z,,i(m;) 

1 / sn^z^cn^dn^ sn* ^ cn ^? dn ^; \ 



sn* 



Moltiplico per dw e integro 1* equazioni (19), (20), (21) e (22) del n. 4, 
ed, osservando l'equazione (1) del n. 4, ho 

. ,, f^^sn^cn-jdn^'sn'e^dM; r, t \ li 0i,o(^-l-^) 

nU^o.>)=k* J^ i_^.sn'.sn««> = ZM(^)«'-2log ^-^^^_^; , 

/7o,.(..,.)=A« p-iLi^LA^^ == z.,(.)«.-llog|4^-^, 
n2ì^ ^ cn«(cn*j— dn'i'sn'tt;) *'^ ^ 2 ^ ©o,i('8' — 2^) 

„ , X 7,,f,r^ sn-Jcn-srsn'M^dz^? rz / \ li ©o.oC-a^ + c^) 

"'^ ' ^ Jo dnir(dn*^-T-A*cnVsn'2«;) '^ ' 2 ^©o,o('^ — w?) 

niA(w,s)= j—. i— , =— Zi,i(-a^)M;+-log^^2ii £. 

*^ Jo snif(8n*-? — sn'w;) '^^ 2 ®©i.i(x — tt?) 
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Le ùaiaosa 11^,4 v ■ «•• yssftVt egapresiEZsi vrs*: -^òx sua i: 



(14) 



Ap XM 



• (1 — Ajf^HH— y*><l — -Hy*» 



« ri ctiainaM itdtjrali eUittiei di terza tpecU. 

É ebiar» «h« I# fuaaafAÒ. B-^^ soq »:•]» racs^l'wse. « quindi U loco 
t«9rìca ■<« tR>T«(«bb« luogo in qoésu m-^sogiaSa. Ma essendo «Eymposte di 
osa foBziooe 2<j(,« e di iDgaiitmi di foazioiii jaesibiase non easàtmwot» prs>- 
frìanttttte uà gaiei« ^utivAiit di fimzioiiL e la loro te&rìea è una imine- 
diata «ODMgoeiixa della twriea delle fonziviii Z e delle jaoobiaDe. 



Poorado nella eqnanone (13) del nnmen» precedente n — r in Inogo di r. 
ri ottiene 

B^^u -~v.i)= B^A* . :) — B.f,J(t . .-) 

* ^^ 2"*©:»,,(z-«)€t^,(-^r)©i^^x — I. — p)- 
Ora abbiamo l'identiti 
(2) A.,, 9^4iz — «) ©«,,a — F> = ©,,,(ii) ©,,,(r) ©.^,(j) ©..,(« -T- F — i) 

— ©,,,(») ©,,,(p) ©;i.,*^z) ©j^,*,(i« — F — .-) , 
dorè 

*^^^'~ ©i.,(»)e^,(r) 

Iflfattif il primo membro della equazione (2) è una fbniione intera di z che 
ha per radici le sole quantità deUa forma 

le quali tatto sono radici anche della funzione intera di z che forma il se- 
condo membro della equazione (2); poidiè a cagione delle formule (8), (9) 
e (10) del n« 10, Parte I, abbiamo 



A 
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0i,o(2^)©i.o(z^)©^.v(« + (2m + 1 _ ^)| + (2/i + 1 - v) l') 

X0^.(v-{2m+l-fx)~{2n + l-v)fj 

®i,i(t^)0i,i(e^)0^,i^v(e^ + (27» + 1 — iu)| + (2n + 1 — v)tf\ 
X 0^,i^v ^e; — (2m + 1 — iti)| — (2» -f- 1 — r)|'\ 

Quindi per il teorema 6 del n. 3, Introduzione, sarà 

indicando con f{g) una funzione intera. Ma per mezzo della formula (10) 
del n. 10, Parte I, si trova 

f{Z -4- TWO) H- W) r f{ji) , 

onde la funzione f{z) è intera e doppiamente periodica, e per il teorema 4 
del n. 3, Parte I, è necessariamente eguale a una costante. Quindi si ha la 
identità (2). Per determinare A^.^^ che è indipendente da z, basta porre i = 0, 
con che si ha il suo valore dato dalla formula (3). 
Mutando, nella identità (2), .? in — z, si ottiene 

(4) Au.v0|jL,v(^ + u) 0^,v(-? + v) 

= (— 1)'*^ 1 0i,o(e^) &Uv) 0^,.(^) ©|x.v(tt -hv + s) 

— (— l)f* 0,,,(tt) 0i,i(y) 0,x,i-^v(^) 0HL,i*v {u + v-^^)\. 

Dividendo le identità (2) e (4) una per 1* altra, abbiamo 

0;x,v(i — u) 0[lM^ — v) &ii,A^ -hu-hv) 
0|jL,v(i' -f- u) &ii,,^{i H- v) ©|jL,v(i — u — v) 

&uo{u) &Uv) &^A^) - e^Au) &Uv) 0^..v(^) ^^^^^^^ 



— 340 — 

Sostituendo nella equazione (1) questo valore, si ottiene 

(5) n^,^{u ~^v,z) = n^,H{u , z) -\- n^^^iv , z) 

^ _ Qi.i(^) ®\a(v) Qfit.i-K»(^) &v.^^H{u + V — Z) 

^ r_ nfx-Hvl loff ^ko(m) ®i,o(^^) ®ii,v(^) ^^v^Mi -^v — z) 

2 1 i 1 v^ Qm W Qm(^) ^tt,i^v(^) ^i^,i^v(« -^v-^z) 

^ ^* 0,,o(2^) 0i,o(2^) ©u^nW 0ii.v(W + t; + ^) 

Quindi, esprimendo per mezzo delle formule (8) del n. 2, i rapporti delle 
funzioni jacobiane per le funzioni ellittiche, abbiamo 

(6) i7i,o(w + v,z) = n,^o{u , z) -h n,^o{v , z) 
1 , 1 — k^sn usnvsnz sn(u -hv — z) 

2 ^ 1 H- A*8n usnv snj sn(w -hv + z)' 

(7) /7o,i(m -hv,z) = 77o,i(w , ^) -h i7o.i(y , ^) 
K cn ^ cn(^ -I- y — i") -f- sn ^ sn r; dn ^ dn(^ -hv — z) giì{u -h o~hz) 



2 ^ cn ^ cn(7^ -f- t; -f- ^) 4- sn w sn y dn ir dn(M -hv-hz) cn(M H- 1; — z)' 

(8) i7o.o(2^ + v,z) = /7o,o(t; , ^) -f- iZo.oCt' , -?) 

1 - dn z iu{u H- t; — g) + khn usnvcnz cn{u -hv — z) dn{u -^v-hz) 

2 ^ dn i' dn(M H- e; H- ^) -f- A:*sn w sn y cn ^ cn(w -hv-hz) du{u -hv — f) ' 

(9) n^t^ -hv,z) = nuu , z) H- n,^,{v , ^) 

1 sn jf sn(e^ -I- y — z) — sn m sn g; sn(^ -^v-\-z) 

2 °sni'sn(w + 2; + -8f)-f- sne^sn y sn(M-t-t; — z)' 

Dalla formula (18) del numero precedente, si ha 
onde 

ir^,,(« , ^) - ^^^,{^ , u) ---- (- ly*- (^.{u) — uz^,,{i) — ^^ , 

quindi 
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Sostituendo il valore (5) e i valori (8), (9), (10) e (11) del numero pre- 
cedente, si hanno le formule per l'addizione del parametro z delle fun- 
zioni n{w , sì) . 

7. 

Passiamo ora a determinare ^xìnz, cnn;?, e dnn<? in fimzione di sn^r, 
cn 4: , dn i' , quando w è un numero intero e reale, ossia determiniamo le for- 
mule per la moltiplicazione dell'argomento delle funzioni ellittiche. 

Dall'equazioni (1), (2) e (3) del n. 3, si ricava facilmente 

2snn2^ cn^ dn^ 



sn(wi-f- \)z=^ — sn(w — 1)^-+- 
cn(w-}- 1)-? = — cn(m — \)z 



1 — k^ sn*/«^sn'i'' 
2cn mz cn z 



1 — A*sn'wwsn'^' 

j / i\ j / i\ , 2dnw^ dn^ 

dn(», -^- 1). = - dn(m - 1). + ^ _ ^.3„.^,3,,, ; 



onde, ponendo successivamente m = 1 , 2 , 3 , ... , abbiamo 

(1) 



N N N 

sn 2nz - sui- cn^ dn^ -p^ , cn 2w^ = -=^ , dn2«-8f = ^ , 



D 



D 



D 



dove D è una funzione razionale e intera di sn*if di grado 2»* , Ni di 
grado 2/i* — 2 , ed Nj e N3 di grado 2»' ; e 

(2) sn(2w+l)i=^sn^^, cn(2/i+l)i = cn^^, dn(2;i+l)j=dn^^ 

dove D' , N'i , N'j e N'3 sono funzioni razionali e intere di sn*^ di grado 
2«(/i+l), e con i coeflBcienti funzioni razionali e intere di A*. 

Dall'equazioni (6) del n. 15, Parte I, abbiamo, qualunque sia n, 

iun,.u[z-^—^) 



\ 



(3) 



òVLnz = n 



ir^ n' sn 

'^ 



cn nz = Ila He 



dn nz = //« /7jj 





ff 77 ^ " ' 



dn 



/ ao> -4- poi \ 
\ » / 
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Le formule (7), (8), (9) e (10), che valgono per n dispari, danno: 

- __ sn*^ 

. ao) -f- fi(o' 

sn* ^-— 

u 

1 — A* sn* — sn'i' 

n 

, , a« -f- fi(o' 

dn* — 

1 -—7 sn^i: 

. aco H- poi 

cn* ^-— 

fi 

(5) cn nj = CHS Ha li^ —3-? » 

1 — A* sn* ^— - sn'if 

A*cn* ^-— 

1 — :7-7 sn^z 

- . aw -J- poi 

dn* ^- — 

(6) dnnj:= dn^/7a/7p 



1 — A' su' ^-— sn'^ 

n 

Ponendo 

(7) u = Yksns , 

l'equazione (4) prende la forma 

(8) sn ns = 8ìis 7 — ; — p -rr- ' 

2 
essendo 

(9) On*-! An«-i = » . 

2 2 

Sostituendo ir + ^ a j nella equazione (8) ed osscryando che si ha 

sn ( ;w H- -7- 1 = 7 , sn I ^ H- 77 1 = , 

\ 2 / Asn»^ \ 2/ ksm 

e quindi 2^ diviene - , avremo 
u 



snns=sns 



A n«-i + A n«-s W* H h Al U""'-^ -+- U""'"' 

2 2 . 

2 2 



— 343 — 

onde confrontando colla equazione (8), si deduce 



2 2 2 "'' 2 



quindi 



g n«-l = it: 1 , A n«-i = :^ n , Or = ~ A t,»-! , 
2 2 2 "*' 



e indicando con e V unità positiva o negativa, la equazione (8) prende la 
forma 

(10) Sn W<3r =^ é Sn ^ ; r r— — i ;j^ ; — i — -r -7-7- . 

Per determinare e osserviamo che, mediante la formula (2) del n. 10, Parte I, 

abbiamo tp^i 

/io' i0\ (-1) « 

± n 

quindi ponendo -sr = -j » sn,? diverrà ^ , sn/t^ diverrà ^ , w pren- 

4 Vk Yk 

derà per valore la radice quadrata dell' unità negativa, e la formula (10) darà 

* = (-!)' , 
e la (10) prenderà la forma 

(11) snnz = { — 1) ' snif = ^ — 

1 + Al w« 4- A, w* H h (— l)"^ nur"'' 

Per determinare i coefficienti Ai , A, , ... , osserviamo che ponendo 

(12) JJ = l-hAiU^-hAtU^'{ f- A>,«,8 «^'-' -h (— 1) " ntt*»'-* , 

2 

abbiamo dalla equazione (8) del n. 15, Parte I, 

ed a cagione delle formule (16) del n. 10, Parte I, 

(13) eUn^) = (0^0:1, is)XJ. 



— 344 — 
Derivando due volte rapporto a z questa equazione, si ottiene 

(14) m^^, 

®l,o(«) "03 Di Di* 

e derivando rapporto a ; si ha 

(15) ^^^^^^^ 

^ ' Dq 

Ora dall'equazione (3) del n. 14, Parte I, abbiamo 



(J6) JL:i^' = _4y^ 



■3*0Uf) ^ _ 4- fi! ~Ì>®Ui) 
Di* ^ w* 7)y 



e dalla equazione (13) del n. 13 

n 7^ "^'iogQ..«(^) pe..,(i) Y 1 . i_ -a'0..,(^) 

^ ' Di* ~ \ Di ) mA^) ^xA») ■»** 

e quindi, ponendo ^ = 0, 

(18) ^^'^]/f-. _ r;a, 

Sostituendo i valori (14) e (15) nella equazione 

e riducendo coli* equazioni (16), (17) e (18), si ottiene 

l>g* ©i,o(-?) D^ ^-? ^ «* ^? ^ ^ 
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ossia 

71-2 -\TT y/A 

H- 4ra» ^ ^ T^ + ?»*(«' — 1) /e* sn*.'U = . 
^ (ù* m dq ' 

Ora dalla equazione (7) si trae 

(20) ^=t/Acnidn^ = ^|/l— (A;-l-^)tt« + a*, 

4eV;r* ©!,.(.) V^'-'W ^^. -®mU) ^^, j 

w' ll>*u 2 7)0,.o(^) 7)m\ 

4^71» \ 7)5» ©,,o(*) 7)5 7)5/' 

e la equazione (5) del n. 14, Parte I, ci dà 

^ ' dq~ 2q7t* ' 

Sostibiendo nella equazione (19) i valori (20), (21) e (22), abbiamo 

+ n*(»« — l)w*U = 0. 



Pongo 



onde 



ed ho 



/.+!=«, 



dk~ /e»' A*~" ' 



(23) (1 - «M« + w*)^ -!-(«* — !)(«« — 2m») ?? + ««(«»— 1)«*U 

44 
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Sostituisco il valore (12) in questa equazione, ed, eguagliando a zero i coef- 
ficienti delle diverse potenze di u, ottengo per la determinazione dei coef- 
ficienti A| , At , A3 , ... , le seguenti equazioni : 

A. = 0, 

3.4A, + ««(«* — 1) = 0, 

5.6A, + 4(«* — 4)A,ai=0, 

7.8A4 -h 6(»» — 6) A,a + (n* — 4) («» — 5) A, = 2n* («* — 4) ^ ' 



(24) < 



2r(2r — l)Ar-l- 2(r— 1) («* — 2r 4- 2)aA,^, 

-f- (n* — 2r + 4) (»» — 2r -I- 3) Ar-, = 2»»(a» — 4) -=g=i , 



n-l 

2.3A^, + (— 1) ' n{n* — l)a = 0. 

l 

Così per n = S abbiamo 

Al = , Af = — 6 , As = 4a , 

e quindi dalla equazione (11) 

3 — 4au* -h 6w* — M» 



snSs = 8nji 



l — 6u^-h iau"" — 3k» • 



L'equazione (23) fu data da Jacobi senza dimostrazione nel volume IV 
del Giornale di Creile. 

8. 

Se poniamo nella equazione (11) del numero precedente p in luogo 
di n e - in luogo di z, abbiamo 

jj-i k » 8ni>*-*--f-AtA « snJ>'-^--f-- + (— 1) « p 
(1) (_i) « 8n^ = sn~ £ 2 

l-f-AtA»sn*-H f-(— 1)' pk » snP-*- 

P \ / Jr p 
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z z 

Risolvendo questa equazione di grado p^ rispetto a sn -, otteniamo sn - 

espresso in funzione di sn -j , ossia avremo le formule che danno la divisione 
dell* argomento delle funzioni ellittiche per un numero intero, reale e dispari p. 
Le radici della equazione (1) sono le p^ quantità che si ottengono pren- 
dendo nella espressione 

,^, 5 + 2ra) 4- 2s(ù 

(2) sn 

p 

per r ed 5 tutti i valori interi e reali minori di p. 

Infatti, mutando s in z-\- 2m(o -}- 2W, essendo in ei n due numeri 
interi e reali qualunque, il primo membro della equazione (1) non muta, 

quindi non deve mutare neppure il secondo, e per ciò, se sn - è una ra- 

P 

dice della equazione, ne sarà radice anche sn . Di questo 

numero infinito di radici soltanto p* sono differenti, essendo necessario e 
sufficiente, affinchè sia soddisfatta T equazione 

z -f- 2m(o + 2 W z + 2r(ù -4- 2s(a' 

sn = sn 

p p 

che si abbiano le due congruenze 

(mod p) . 

Quindi avremo tutte le ràdici della equazione (1) prendendo per r ed 5 nella 
espressione (2) tutti i residui differenti rispetto al modulo p , o anche tutti 
i numeri interi e reali minori di p , 

Dalla equazione (1), per mezzo delle note relazioni tra le radici e i 
coefficienti, si deducono immediatamente le formule 

,^, V'V z-h2rw~h2sio' 

(3) > > sn =pBnz, 

(4) Ur n,sn = (— 1) * — r-. 

p P -^ 

k • 

Supponiamo ora che p sia un numero primo e passiamo aUa risoluzione della 
equazione (1). Per determinare algebricamente le jo* radici (2) di queste 
equazioni basterà trovare il valore della nota funzione di Lagrange 

(5) . l,..4.) = 'f'/|>.«-s.'-±^=^, 
dove a è una radice immaginaria p^^^ della unità. 
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Sostituendo alle funzioni ellittiche i loro valori espressi per le funzioni 
jacobiane dalle formule (1) del n. 2, riducendo allo stesso denominatore, 
sommando ed indicando con ì^m^ni^) il numeratore che sarà una funzione 
intera di ^, si ottiene 

Ntn,t»(^) 



Lm,n(-8r) 



^7} ^1^ ^ li + 2ro) -f- 2W\ • 



00 \ 



) 



Ma, ponendo mente alla equazione (6) del n. 15, Parte I, si ricava 

f> \ P } 

dove a& b sono indipendenti da z . Onde includendo la funzione intera «-"*-* 
nella funzione intera Nm.n, avremo 

N„.»(^) 



(6) 



Lm,„(*) = • 



Ora dalla equazione (5) si deduce facilmente 

(7) L„,„(*-|-a») = — a « L„,„(^) , Lm,„(z + <»') = a » Lm,„(*). 

Sostituendo nelle equazioni (7) il valore (6), osservando l'equazioni (4) 
e (5) del n. 6, Parte I, e ponendo 



(8) 

si ottiene 



_8-t 



4mirt 






Ponendo 



xT /N '-^tt/ . 2^0)' — 2Wft)\ 



U=Z' 



2m(o' — 2n(a 



abbiamo 



(9) Yiu + 0)) = — Y{u) , V(w + 0)') = — ^ « (*^^') Y(^) 

ed essendo Y{u) una funzione intera di u, sarà 
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dove Am,n è indipendente da u. Quindi avremo 






/ 2wa/ — 2ww\ 



snUH-- 



Per determinare Am,n pongo nella equazione (10) ^+2 ^"^ ^"^^^ ^^^' ®^ 

osservando che si ha dalla equazione (5), ponendo mente alla equazione (14) 
del n. 2, 



Lm,«(^+^)=V/y,- 



a" 



/ . 2r(o -f- 2sw'\ 
dalla equazione (10) del n. 10, Parte I, 

®..«(^+ — j—^2r^~^^ ' ®'''r-^ — ~p — y 

.+^) = (_i)'Tr-^(--V)e.,.(,), 

ottengo 

/ 2m(ù' — 2n(o \ 

4^* V' ^-H2m^-h2s«' "" "^'^ 0, o(^) sn z 

sn '^ ' 

V 

g 

Moltiplico i due membri di questa equazione per -, pongo ^ = 0, ed ho 



^10 1 Z 1 



""" ;'0.,«(O) 

onde 



A ;>Q..o(o) 



^ /2ma,'-2«a,\ ^ / 2W-^\ ' 

e quindi 

/ , 2mft)' — 2na) \ 

L„,,n(-^) =;>^ ^"^ — — r — 7, — : sn ( j -f ) . 
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Prendendo per a il minimo intero positivo che sodisfa alla congruenza 

mfs -^ n^^ (mod. 'p) , 
e ponendo 

(11) - ^a = — ^; , 

avremo 



(12) W.) .- ve - ..^jL^;,)..;;) -(^ + 2..,) . 
Ora sia 

(13) (0 = 12, a,'r^;?i2'-tri}, § = ^, 5""^' 
dalla equazione (21) del n. 18, Parte I, avremo 

(14) é?»,o (^ ' ^) = ^^«o(^) i^ai - /^' sn' 2/ma sn'j) . 

Le equazioni (11) e (13) danno 

ma = i2' = ^'M, 
quindi 

(16) ,-'t'<^-'>.,..(ì,^) 

£=1 

2 

= ^M (-sr + 2waya) //t il — A* sn* 2/aya8n« {z + 2waya)| , 

1 . 

e, ponendo ^ = 0, 

(16) ^ ^ = df,o (2mOTa) i7| (1 — A« sn* 2/OTa sn* 2mara) . 

1 

Dividendo la equazione (15) per il prodotto dell'equazioni (14) e (16), ot- 
teniamo 



(»,,o(^-4-2m(0.) __ -^-^ 
^i,o(^) ^i,o(2wara) 

e quindi, ponendo 



j7 « (1— A:*sn^2/ayasn'2mmg)(l— /r»sn*2/(ffgsn»^) 
^ / 1 — A«8n«2/aya8n*(-? + 2?7ima) 



^ (1 — it» sn» 2/ma sn» %mm^) (1 — A' sn' 2toa sn» z) .. 

r 1 — A* sn* 2m^ sn*(-? -f- 2waxa) ~ '"'*'^^^ ' 



avremo 



(17) L„,n{s)=p f^T,„,„W sn (i 
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2ma»' — 2n<o\ 



P / 

= > > «mr+w su I l , 

-u"^ U ' Vi»/ 

Dalle |7* equazioni che si ottengono dalla equazione (17) dando ad m e ad n 
tutti i valori interi e reali minori di ^ , si ricava facilmente 

che dà le jo* radici della equazione (1) espresse algebricamente per sn z , 
e per le jo* — 1 quantità sn , le quali sono radici della equa- 
zione di grado jt>* — 1 , che si ottiene dalla equazione (1) ponendovi ^ = 
e della quale tratteremo in seguito. 

La formula (18) è dovuta a Jacobi che la pubblicò senza dimostra- 
zione nel voi. IV del Giornale di Creile. 

9. 

Passiamo ora a determinare tutte le funzioni ellittiche che sono razio- 
nalmente esprimibili per una funzione ellittica data, colla sola condizione 
che r argomento di quelle sia una funzione lineare e intera dell* argomento 
di questa ; cioè proponiamoci di determinare M , N , ^ e le funzioni razio- 
nali e intere / ed F in modo che sia 

La risoluzione di questo problema costituisce la trasformazione delle 
funzioni ellittiche. 

Mutando ì: in ir -f- 2» oppure in is-ha/ non muta evidentemente il se- 
condo membro dell'equazione (1); quindi non dovrà mutare neppure il primo. 
Pertanto 2M(o ed Mw' dovranno essere periodi di sn(i: , A) , e indicando 
con A Q A' ciò che divengono o ed co' quando si cangia A in A, avremo 

(2) 2ÌKiù = 2aA + p^ , ÌKiJ = 2rA + 6A! . 
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Mutando ^ in a> — g il secondo membro della equazione (1) non mnta, quindi 
non dovrà mutare neppure il primo, ed avremo 

sn(M« — Mi -I- N , A) = sn[M« -^ 2N — (Mi + N) , A] = sn(Mj -4- N , il) , 

onde 

Mo» + 2N = (2p + \)A-\-q^ , 

e sostituendo il valore di Mm tratto dalla prima dell' equazioni (2), si ottiene 

(3) N = (2;» + l-a)| + (2?-/J)^, 

dove p e q sono interi e reali qualunque. 
Risolvendo l'equazioni (2) e ponendo 

ad — ^y — J, 
abbiasQO 

2yf _ 2 Jtt> — ^(ù A_ _ giù — 2/01 

^^^ M ~ ^ ' M "" ^ • 

Ora tutti i valori di z per i quali non muta la funzione sn(M4'-f-N,A) 
sono dati dalle due espressioni 

^ ^ A ^ ,A! , ^ mS — m'y , m'a — mp , 
, + 2m:^ + m^ = z-^2—^ « + ___«, 

{^n+l)^ + n^—^-z = .-z + 2-^.^-^-^.. 

Quindi le radici della funzione intera 

(5) ^x) 8n(M^ + N , ^) — f{x) 
saranno date tutte dalla formula 

(6) a: = sn U -f- 2 — - w H — - w' I . 

Osserviamo ora che ponendo le congruenze 

mi — m'y^t, rria — mp^s (mod. ^) 
abbiamo 

ai 4- y5 ^ , 
e prendendo 

a -f- yr ^ , 
se y è primo con ^, si ottiene 
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Dunque 1 valori dati dalla formula (6) si riducono ai soli // compresi nella 
formula 



x = sììls + — (2(0 -h roì) , k\ 



dove a ^ si diano successivamente i valori 0,1,2,...// — 1. Quindi le ra- 
dici distinte della funzione intei*a (5) sono J, e poiché questa funzione 
finché s conserva un valor generale non può avere i-adici eguali senza che f{x) 
ed F(x) abbiano fattori comuni, che si suppongono tolti nella formula (1), 
J sarà precisamente il grado della funzione (5), e quindi tanto / quanto F 
non potranno essere di grado superiore a //, e una di esse sarà certamente 
di grado J. 

Cominciamo dal considerare il caso in cui si ha 

(7) «(T — /Jy = ^=l. 

Le due funzioni / ed F saranno di primo grado, cioè, ponendo 

(8) y = sn(M<?-f-N,A), x = su{gjk), 
avremo 

(9) 1 + B^ 

Qui occorre distinguere due casi, secondo che nella relaziono (2) fi è 
pari dispari. 

P. Sia fi un numero pari eguale a 2 fi'. Poniamo 

avremo dalV equazioni (2) 

(10) (ù^aQ'hfi'S/ , iù= 2ySì + SSÌ . 

Se fi' è \m numero pari, dall'equazione (7) si deducono facilmente le con- 
gruenze 

(11) a = l, fi' = 0, 2y = 0, rf = l(mod.2). 

Quindi togliendo dal valore (3) di N i multipli di 2 A e di ^' che non mu- 
tano il valore di y, resteranno per N soltanto i quattro valori essenzialmente 
distinti 

N = 0, N = ^, N = Y, N=y-4-^. 

Quando N = 0, T equazioni (10) e le congruenze (11) ci pongono precisa- 
mente nel caso 4^ del n. 16, Parte I, e quindi dalle formule (17) di quel 
numero si ricava facilmente 

X* = k\ sn{z , l) — sn(^ , k) . 

45 
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Per gli altri valori di N basterà rammentare le formale (2) e (14) del 



n. 2, e avremo nelle formule (8) e (9) 




/ N = 0, 


y = z. 


N = ^, 


y = — x. 


(12) X = k, M = l, N-^ 

2 ' 


1 



N = f + ^, , = -;!. 

Se z?' è un nomerò dispari, avremo le congruenze 

(13) a = l, /^ = 1, 2y = 0, cr=l(mod.2), 

e le relazioni (10) colle coi^ruenze (13) ci porranno nel caso V del n. 16, 
Parte I; onde, prendendo N = 0, dalla formula (14) di quel numero si 
ottiene 

N = ^ , y = — kx, 

(14) i ^ A' 1 






X 



2" Sia /? un numero dispari. Togliendo dal valore (3) di N i multipli 
di 2A di yi', con che non si muta il valore di y, avremo i soli quattro 
valori distinti 

(15) N = (l-«)| + ^, N=.(l-«)^-4-^4-^. 

N = (l-«)|-f , N = (l-«)f-^ + ^. 
Ora la funzione 

sn(M^ + (l-«)^-Hf , a) 
si annulla prendendo 
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e diviene infinita quando sia 

quindi nella formula (9) avremo 

(16) C = -B = — pr^ r-^— ; ^--=. 

sn [(y 4- S{a - 1) j| + (/7(1 - a) - aj^j 

Dalle formule (2) del n. 10, Parte 1, si ha: 

\ 4 2 2 / |//^ ^ ndn-j-i^-i-ì) 

— » 

(»n-t-n(n->-p-t-l) 



sn 



* — « 



|//ì: « (tW"l)(n~p-l) 

V / J\(n-p-l)(a+l)^ « 



quindi 

,^-, /«' . Qfù' (f(ù\ {o^^i^^Dia^D'i 



Ponendo 



t^k 



<r = y + <r(a— 1), p = i^ g-ii^ '- 



e osservando che si ha /$+1^0 (mod. 2), l'equazione (16) diviene 

(18) C = — B = »'f/A 
dove 

e = l — y-l-(r(l — «)(,* + 2) (mod. 4) 

e la equazione (9) prende la forma 

(19) y = A ' — ^ . 

l-hi'xi/k 

Pongo ì = , ed osservando la formola (17), ottengo 

(20) A = -4 . 

i/i. 
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-, - a a^ BA' 

Facendo ^ = 2 = 2jj -4-^, avremo 



(A , ^-\-\ A' ,\ «•■ l—i'fk 



onde quando ^-^^ — è pari sarà 

yX * 1 — /«j/a' 1 — »'Ì/a' 

e quando ^-r — è dispari 
z 

1 .„1— »«J/À . ,„1 — ««t/A 

e quindi in generale 

(21) JL=,--n^l±i=llitill^. A = (-i;-^'i±I=ll)^*. 

|/>l É±i _ §±i 

1— (— 1)* «Ya i_(_i).,-.^ 

Per determinare M derivo rapporto a z l'equazione (19), ed ottengo 

(22) Mcn(M^ + (l-a)| + ^, A)dn(M^ + (l-a)|H-^, a\ 

2i'l/ÀA 
— ^-ri cn ì: dn * . 



(l + i'x\/kf 
Pongo 2=0, ed osservando che dalla equazione (17) si ha 

sn^(l_«)- + -.A) = - 
e quindi 

cn((i-«)f+|,A)=t;^r/rir^, 

dn((l-«)|^H-^,A) = |/l-^-»«A; 

la equazione (22) darà 

M(l — e»» A) = — 2/*«^^-^» t '/^ , 

e riducendo colla equazione (21), ottengo 

(23) M = (-l) * A^i + (_i). ,.,/AJ. 
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e l'equazione (19) diviene 

(24) y =-. (- 1)"-^ l^i-iy^l l^^i^ ^ 

1 — (— 1) * i')/k 

Quando N ha gli altri tre valori (15) valgono sempre le stesse for- 
mule (21), (23), e soltanto nella formula (24) si deve sostituire — y , 

hj' ì.y * 

Pertanto quando fi è dispari avremo quattro sole trasformazioni lineari 
differenti, cioè 

-U-t/A/' 2 ^' ^"^ ' y - 1-4- ^/A X^x^Tk' 

^=llT^)'''=^-2^^-^^^^'')'' ^="TZ^T^F 

\l-j|/A/ 2 ^ r / . y H-ij/A l;f:»a:f//; 

Le formule (12), (14) e (25) danno tutte le possibili trasformazioni lineari, 
e se ne hanno soltanto 6 differenti per i moduli, 24 per i valori di y e 12 
per quelli di y*. 

10. 

Consideriamo ora il caso in cui è 

(1) aò-fir=p, 

e p numero primo. Poiché la sostituzione (2) del numero precedente, come 
abbiamo dimostrato nel n. 19, Parte I, equivale a due consecutive, una di 
primo ordine e l'altra di una delle due forme 

(2) tó=j9i2, o/ = Ì2'; 

(3) w=ii2, IO —2qQ+pSÌ \ 

dove p è un numero intero e reale minore di j9 , si potrà sempre riguardare 
una trasformazione di ordine p come risultante da una trasformazione lineare 
e da una trasformazione di ordine p nella quale l' equazioni (2) del numero 
precedente abbiano la forma (2) o (3). Pertanto ci dovremo limitare sol- 
tanto a queste ultime p-h\ trasformazioni. 
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Sia p = 2. Per la trasformazione in cui ha luogo la sostituzione (2), 
dalle formule (22), (24), (25) e (26) del n. 17, Parte I, si rica?a facil- 
mente 



(4) sn[(l+A:')i,AJ = (H-A:') 



8n(i , &) cn(^ , k) 



1 = 



1 — A' 



dn(^,A) ' 1-1- A" 

Per la trasformazione nella quale si ha « = 1, ^ = y = , S = 2, 
dall'equazioni (8), (14), (20) e (21) del n. 17, Parte I, si ottiene 



(5) 



snQl 



1 = 



2Vk 
l + A' 



X' = 



1—k 



1-h/c- 



Ora sia p un numero primo dispari qualunque. Le p-hl trasformazioni 
di ordine p corrispondenti alle sostituzioni (2) e (3) sono date immediata- 
mente dalle formule dei numeri 18 e 19, Parte I. 

Dall'equazioni (14), (15), (16) e (17) del n. 18, Parte I, abbiamo 



/ 



(6) 



M,sn(^,i,j=-^ 



n, an{g -h taf a) 



cn 



dn 






1 

cn toSa ' 



dntaSa 



e dalle formule (20), (21), (22) e (23) dello stesso numero 



(7) 



£=1 1 — 



sn_£ 

^oXaSn'i: ' 



£=11 — ,. sn*i: 



cn ^ Ut 



cn'/ayo 






1 1 — A:*8n*^ayo8n*i: ' 



dn^tasg 



sn'^ 



l — A*sn*/ayo sn'^ 



«*' 



essendo 
(8) 
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ft>' -I- 2ffw 



V 



P 



e dalle equazioni (9), (10) e (11) del n. 19, Parte I 



(9) 
(10) 



(11) 

dalle quali si trae 



" 1 dn«^«a 

£=1 



M 



1 dn'^w,' 
^SD'/aj„ = (— 1) «Ma/7sn/«, = (— 1) « 1/-^, 



(12) ( ir cn« ta„ =y CD /or, = V^^ , 



£-1 

2 p-l 

1 1 



Onde l'equazioni (6) divengono 

Kiducendo l'equazioni (7) colle formule (12), e ponendo 



abbiamo 

£-1 

u 



>— 1 y-t 



£-1 

2 



|»-1 



<"n " f. ("■—<-,) -*=#^o.(i- . 1.) i, (..+ ^)=o, 



M? 



1 V cn*/Wa / Ma \Ma / 1 \ sn*/ma/ 
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Ora poiché queste equazioni non sono altro che T equazioni (13) poste 
sotto altra forma, è chiaro che avranno rispettivamente per radici le quantità 

8n(-^ + taSa) , cn(-^ -h toa) , dn(^ 4- too) , 
dove per / si prendono tutti i valori interi non maggiori in valore assoluto 

di ^-r — . Quindi per le note relazioni tra i coeflScienti e le radici, avremo 
2 

2 



(15) 






^8n(^,A,)= ijsnU + /»,), 



2 
2 



' (-^)*M-/"(^'^'')^ Ì,cn(. + /«,), 



(-ly 



2 



1 -V 

Dall' equazioni (20), (21), (22) e (23) del n. 18, Parte I, abbiamo 

M, «,,. (ìì- , A W»? ,(/) k (—. ^) , 

' \M, »/ '''^ ' 1 \8n** 8n*/Wa/ 

fui 
»..o (^ ' ^«ì = «mW ^« (1 - a* sn'^flf, sn*i) , 



p-i 



Derirando logaritmicamente queste equazioni, a cagione dell'equazione (1) 

del n. 4, si ottiene 

2=1 

2 



1 r/ / • 5 \ ,7 / \ , \- 2 cn « dn ^ 3ri*tas, 
W/''\K ' ^'j =^'Z...(.) + 2.. sn^(8n'.-8n»/«,) ' 

£-1 

^ rr ( ' j\ .7/\ v2A* sn^ cn i dn 4: s n'/Wg 
M; ^'•'' te ' -^V =-P2'-oW - 4« l-A*8n*^«,sn'^ ' 

1„ /^ j\ 7/\ V 2^'* sn ^ dn g sn* tasg 

m; ^''•' \W, ' ^7 --P^»''(*^ - 4' cni(cn»^-8n«/m„dn'*) ' 

£=i 

1„ [ i ,\ „ /\iV 2A* Ar'* sn J cn^ sn * taSa 

M, '^••« VM, ' *-"} - P^'''^') "^ 4' dn j(dn'^-/fc«8n»f«,cn*f) ' 
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e rìducendo coli' equazioni (19), (20), (21) e (22) del u. 4, si ha 

£=1 
(16) Wa^^'^iwi'^')^ IjhAi + K"»), 

dove fi e V sono eguali a zero o ali* unità. 

Denotiamo con Ya e Y'^ le quantità alle quali divengono eguali ry e r/, 
quando si muta A: in Aa , e determiniamo le relazioni che esistono tra Y9 , 
Y'a e 1?, r]\ 

Sostituendo nella equazione 

il valore di Z|,o che si trae dall' equazione (15) del n. 12, Parte I, abbiamo 



Ml^. 



a^a 



^'^'\Wa'^') 



£-1 



=— ^^-^ -f- » ^ , , — 2A« sn ^ cn X dnx X :; n — r: r • 

^ XiA^) il — A sn* /cua snV 

Dividendo per x, ponendo z = 0, osservando T equazioni (12) e 1* altra 

che si desume dall* espressione di Xi o(«) trovata nel n. 13, Parte 1, si ottiene 
(17) J[£_=e + (_i)'T2A!,A, 



onde 
(18) 



Y,=pìiaV + {-lV2k*ioj/^. 



(19) Y, = (-i)'r^M., + 2|^|/|, 
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Sostituendo i ralorì (19) e (20) nella equazione 

Y, ^, — Y'o A, = 2/r» , 
abbiamo 

(20) T', = M,(,/H-<r,;) + (-l)'T-' 2k^{^^'^^ - 1^' 




(21) T; = (- l)*^'* (M,;,r/ + 2A:« «' |/^ 



V / V k' 
A" 




La prima equazione (7), ponendo 

(22) u = \^m{i,k), 
prende la forma 

£-1 

\Mo / il — kv? sn* /w» 

(23) t/X7sn(f.;i,) = u ""'-^^'-""^-^°>'"-^-;^^'^'^l 
dove 

(24) B.('?^=5;t/T- 

Ora, dalla equazione (21) del d. 18, Parte I, abbiamo 

^1.0 (j^ , ^a) - ^f,o W (l ^- B'a e*^ -h B'J u' -\ h b1^) «p-A , 

la quale equazione, osservando la seconda formula (16) del n. 10, Parte I, 
e le relazioni 

(26) M. = -^. M. = (-l)'?-'^-5-, 

e ponendo 

fczl 

(26) Uà = 1/^ (l + B'a V} + - + b1^'^ t^i \ = y^ Ar 2^^ 
darà 

(27) ^_f-,;i,) = (^^y 0P^(,,A)u„, 

(28) j/(-l)'-^P ®-(£'^-) = (^)' ®r.oO.^)U.. 
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Dalla equazione (8) del n. 14, Parte T, ponendo mente alle relazioni (26) 
e all'equazioni del n. 19, Parte I, 



q^=aqP, qo,=qP 
abbiamo per tutti i valori di cr 

^^ -^^^'^1^^ Tq =^- 

Sostituendo il valore (27) o (28) secondo che cr è finito o infinito, effettuando 
le derivazioni e le riduzioni come nel n. 7 e ponendo 

(30) «==^ + 1, 

si ottiene 

(31) (1 _ «„. + ^) :^' + (p _ 1) («„ _ 2«») ^ 

+;>(/'- 1) «* Ua = 2i;(a' - 4) ^ . 

Sostituendo nella equazione (31) il valore (26) di Uà, si ricaTa 
' 1.2A', = 2i,(a«-4)^, 

3 .4 Ai' H- 2(;j - 2) ak\ +p{p - 1) A, = 2p{a* - 4) ^ , 

dA" 
5 . 6 A'," + Mp - 4) a Ai' + {p-2) (p-3) A', = 2p(a*-4:) ^ , 



(32) < 



2r(2r— l)A<;'+(2r— 2)(p— 2r+2)aA<r"-|-(p— 2r+4)(p— 2r4-3)Af-*^ 

= 2;,(««-4)^, 
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Dalle formule (11) del d. 13, Parte I, ponendo niente alla formula (3) 
del n. U e air equazioni (16) del n. 10, Parte I, ed osservando che qPa = q, 
si ricava 



^^^sV-^ .,. ^^^yjf'' 




km r^ V ^'a ^a Ya^a 



dq Aqji* ' dq Apqn^ ' 

dq iqn^ ' dq ipqn* ' 






onde, sottraendo queste equazioni una dall* altra, e sostituendo il valore di 
Ya^a tratto dalla formula (19), abbiamo 






^% — jota» 



dlog 




1~ 



dq ^ ' 2pqn*y kPW, Apqn* 

«d, osservando che si ha 

d _ d dadk k'*(a* d _ (««— 4)A:a)' d 

dq da dk dq 2kqn* da 2qn* da ' 

si ottiene 

/ rli/IL 



("•-^)^=(-'v/S^.-I(.-^)i/Ì;- 
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Modificando conveaientemente la dimostrazione si trova che queste for- 
mule valgono anche per cr = oo . 
Ora, essendo 






r equazioni (33) ci danno il modo di esprimere le derivate successive di A9 

rp-i\ __ 

e di ka" * ^ prese rapporto ad a per mezzo di |/A , 'p^/ff , Y^ » V^'(f ®^ ^<'' 
Quindi dall' equazioni (32) potremo trarre i valori di A'a , Aa , ... espressi 
razionalmente per queste quantità, ed una equazione algebrica tra le mede- 
sime, essendo l'equazioni una di più dell* incognite. 

11. 

L'equazione (23) del numero precedente, ponendo 

X =^ sìì{z , k) , 
ed osservando l'equazioni (22) e (24), diviene 

Poiché questa equazione equivale alla prima delle equazioni (15) del nu- 
mero precedente ed in esse è lecito mutare Mn 2/, le sue radici saranno 

(2) sn z , sn(-^ 4- 2cSa) , sn(ir -h ioSa) ... sn[^ + 2{p — l)aya] , 

ed avremo 



|\n(. + 2m,) = ^sn(j^,A,), 



Prendendo i ;? -f- 1 valori di a , sommando e rammentando il valore di afa , 
abbiamo 



y y^ sn{z-h2raSa) =psns-+' ^2^9nL 



2m(o-h2nfo' \ 



=^— Kbi:'^'')' 



ed, a cagione della formula (3) del n. 8, 

(3) 8„p,= _s„. + y„-A_3„(^,A,y 
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Per risolvere algebricamente Y equazione (1), basterà determinare la fan- 
zione di Lagrange delle radici (2) 

(4) UJi) = Xm «~ ' 8n(l + 2fflar,) . 



Esprimendo le faozioni ellittiche per le funzioni jaeobiane, ed ossenraodo la 
formula (15) del n. 18, Parte I, abbiamo 



(5) WnU) =-- 



«. 



••(é'W 



dove N<r,n(^) è una funzione intera di z. 

Ora tra i perìodi corrispondenti al modale A, e quelli corrispondenti al 
modulo k esistono le relazioni 

«' A'a e, iLr M (a Art, ,, W 

- = »— 2(r, Ma=-T-, — = — — , Mx = — — . 

ia ^ A^ Ao (ù pA» pAao 

Ma A 0=^ CDT^ , Moo A^v> =^ ftl , 

M^ -<^a = W , M» >^ao = (ff» l 

ossia per valori qualunque di (f finiti o infiniti 

(6) ìlaA'a = M'(ff<j-hy<f'f'r ìiaAa = V afa -+-1^(0 ^ 

dove /A e V sono eguali uno a zero e T altro alla unità, e /u = soltanto 
per cr = 00 . Potremo anche scrivere in generale 

(7) -- = ^^^' 

dove r = 2(r , s = 1 quando <r è finito, ed r = 1 , « = , quando <r = oo . 
Pertanto dalla equazione (4) avremo 

. LoA^'-hMaAa) = — e P La.nW, 

\P) \ 

4[iinifi 

L<,,„(i + M,^',) = e P L<,.„(*); 
e dalle formule (4) e (5) del n. 6, Parte I, si rileva 

(9) 
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Mediante le formnle (8) e (9), dalla equazione (5) si ottiene 



(10) \ Iti r / * _tn|A££\ .ti 

( N„.„(* + M,^,) = -r^l-^"^" p r^'^ÌHW)' 

Poniamo * 

(11) a^„=..l^£»ZZ^, ^,,„=.^ + 2«m',, 

P -ala 

e dalle equazioni (10) avremo 

e quindi 

Sostituendo questo valore nella equazione (12), e il valore ottenuto per 
'Sa.ni^) ^^^^^ equazione (5), si ha 

Ora, per determinare Ga,n , osserviamo che dall' equazione (4) si ottiene 

gmnitt 

, / t£\ 1 J"^' e ~ 

^'•X "^ 2 / ksm~^^'^&an{i-h 2»iw,) ' 

quando « = 1, ed r=:2tf, essendo p un numero dispari, *-—t — o -^j — 

sarà intero, e quindi nel secondo membro della equazione (4) vi sarà un ter- 

• • • J» — 1 30 — 1 . ux • i. 

mine m cui m =^-—. — oppure m = -^— ; — , e poiché si ha 
4 4 



sn 

sn 
sarà 



Jp — l\ , tu,-] / , r(o-hso>' \ (—1)" 
J sp —i \_ , tB,-\ ( , r(o-hS(o'\ (— 1)» 



tn-Ki 



L„.(. + ==) = = |^,+ TW, 
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essendo T{z) ana funzione che non diriene infinita per ^ = 0: e poiché delle 
dae quantità /a e v sempre nna è nulla e una eguale ad uno, ed r ò jMui, 
ed « = 1 quando v è nulla, arremo in generale 

Ma dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si rìcara 



(15 



e quindi ponendo nella equazione (13) j + jMo^o invece di j, mediante 
le formule (14) e (15) si ottiene 

Moltiplico per rjjp- , e ponendo -? = , ottengo 

Ma 

Ca,n = (— 1 )' AMaOU^nw'a^Xa) 

e quindi 

Ora abbiamo sempre 
(17) fl,,,(;)j , A) = flf .(£ , A,) ir,[l - Il sn» /«, 8n'(^ , A,Q . 



Infatti quando cr — oo , essendo ^ = ^^ » se facciamo sopra ^i,o(irf"i^a) 



la trasformazione corrispondente alla sostituzione 



avremo 77 = ""» il nuovo moltiplicatore sarà Mq = — ^, e quindi MoMoo=-, 



e il modulo della trasformata sarà k, e dalla formula (21) del n. 18, Parte I, 
avremo la equazione (17). 

tu* yi" 

Quando cr è un numero finito, essendo — = p — ^ — 2(r, se facciamo in 
^i,o(:jrjr ,K\ la trasformazione corrispondente alla sostituzione 

A, pSà' 
e poi la trasformazione lineare corrispondente alla sostituzione 

1 = ^ + 2., 
Si (o 

che è quella del 4® caso del n. 16, e non muta nò il modulo né 1* argo- 
mento, avremo 

-=p—^ — 2a = -, 

tu ^ Aq tÙ 

e quindi avremo anche in questo caso la formula (17). 
L'equazioni (6) e (11) danno 

Jt?Ma iw'a = vMo-^'a — ^M» Aq = VtO* — /IO) , 

e quindi la formula (17) dà 
(18) tf,,,0>^ + 2»j>Mam;,A) = « " MP-.A) 

£-1 

= «'«(^H-a»»',,^,) lir.ri — A^sn' ta, sn»(j|- + 2«ro', , xX\ 
e, ponendo ^ = 0, 

y-i 

(19) 1 = « » df , (2«w'„ , Aa) 77, h — A* 8en»fw, sn*(2«ro', , A,) I . 



Dividendo la equazione (18) per il prodotto delle equazioni (17) e (19) e, 
ponendo 



efCl - A' sn'(^«, , A)8n»( j^ , A,)"! fi — A' sn «(/«<. , A)8n»(2rta.'<, , A,)"] 
1 — X\ 8n*(/Wa , k) snM ^ + 2/10/, , A, | 



A a, 

I 
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avremo 

e quindi 

(20) La.„ ^ (— 1)' ^ sn (~- + 2ncD^ , ^aV^^A;;^ , 

(21) (— 1)'£^ sn(^ + 2may^ , k) =5n ^ ^ sn (^ + 2 Wa , xj\ f^A^^. 



12. 

Passiamo ora alle trasformazioni di ordine n, quando n è un numero 

intero dispari e reale qualunque, cioè determiniamo A ed M in modo che 

sn ( — , A) sia una funzione razionale di sn(^ , k), nella quale il numeratore. 



e il denominatore siano di grado non >• n, ed uno di essi eguale ad n. 

Abbiamo già dimostrato che, se denotiamo con ^ e ^' i valori dei pe- 
riodi corrispondenti al modulo X, dovrà aversi 

(1) ^ = 2a^ + /f^', ~ = 2Y^-hi^'; 

(2) aó — ISy=rn, 

e non esistono fattori comuni a tutti i quattro numeri interi a ,fi ,y e J. 

Sia n' il massimo comun divisore ài a q fi; ìi sarà un divisore di 91, 
avremo 

(3) 7i = rin!\ a = ci ri , § = §fri, 

(4) oiS — fi[y = rÌ\ 

e si potranno determinare due numeri interi e reali t? e eif che sodisfino alla 
equazione 

(5) old — e fi' ^\. 
Dalle equazioni (4) e (5) si ottiene 
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onde, essendo a ^ ^ primi ti*a loro, 

d — dn" = (mod. /^) , y — cri' = (mod. a') , 
ed, osservando T equazioni (4) e (5), abbiamo 

i = dri' + l§l , y = (?/i''4-/a; 

ed il numero l non ha fattori comuni con ii ed ii^ ; perchè questi sarebbero 
evidentemente comuni ai quattro numeri a ,fi ,y q d. 
Dividendo / per ri' si ottiene 

l = qri' + / , 
e quindi ponendo 

d' = d + q^ , y' = c-^qa' , 
si ottiene 

(6) a'ó'-fi'y'^l; 

(7) S = ó'n" + tfir , y = y'n" + ia', 

e se ne deduce che la sostituzione (1) equivale alle due successive 

(8) ^^ = 2a ^ + ^^' , ^1 = 2/^ + ó'^' ; 

(9) ^ = w'ft)i , ^ = 2/a>i -4- «Vi ; 

(10) MiM, = M 



la prima delle quali è di P ordine, come risulta dalF equazione (6), e la 
seconda ò di ordine n; t è preso relativamente al modulo n'\ e non esistono 
fattori comuni ai tre numeri ti , ri' e t. 

Potremo supporre sempre t primo con ri ; difatti nelle sostituzioni nelle 
quali / ha fattori comuni con ri, i quali non dividono ri', si prenderà 
t' = 1 + Ori' e si disporrà del numero intero B in guisa che t' riesca primo 
con ri. 

Se « è una potenza di un numero primo dispari J9*% le trasformazioni 
differenti di ordine pi^ saranno 6pi^^(p-\- 1). 

Infatti le trasformazioni differenti di ordine n sono in numero eguale 
al prodotto del numero delle trasformazioni di V ordine per il numero delle 
sostituzioni differenti della forma (9). Il primo di questi numeri è eguale a 6 
come abbiamo veduto nel n. 9, il secondo è eguale a pi^^{p-hl). Poiché 
si hanno pi^ ti-asformazioni corrispondenti a ri = 1 , ri' ^=p^ , i <Cp^\ tante 
trasformazioni quanti sono i numeri inferiori a p\*^^ e primi con j>f*"S cioè 
|?J*"* —jo."^*, corrispondenti a «'=1?, ri' ==^p^^ , l<Cp''^^ e primo con J9i*-'; 
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se no hanno pi^* — pi^^ corrispondenti a n' = p^ , n" =pi^^, t<Cp'^* e 
primo con ;?:*-*,...; p — 1 corrispondenti a n=^p'^''\ n"=p, /<p; 1 cor- 
rispondente ad n'=py', w" = l, e quindi si ha in tutto un numero di 
trasformazioni differenti dato da 

Se n=]j^'p^' "^p^:" e joi ,pt , ...J9r numeri primi dispari differenti, il 
numero delle trasformazioni di ordine n sarà 

6p^rY*'" -fr' (/>• + 1) iP* + 1) - O'r + 1). 

Infatti poiché dev' essere n n" =■ n, ayremo 

'* — ri Vt •••/'r » '^ — r\ rt '" r r ' 

e i sarà primo con n ; pertanto si potranno sempre determinare r numeri 
interi e reali /i , /< , ... ir in modo che sia 

e ti sarà primo con jo*' , tt con pi'... , (r con p"*/ . Quindi la sostituzione (9) 
equivarrà alle r sostituzioni successive 

'§ =P:*«.; ^=pV-'"o>\ + 2tia,,, 



(11) 



M' 



=iV''«r-., ì^^-i-r"' ^',-.H-2/ri?r-.. 



M'" 



M' M" ... M"-> = M, . 



Dunque il nnnaero dello trasformazioni differenti corrispondenti alla sostitu- 
zione (9), saia eguale al prodotto dei numeri delle trasformazioni differenti 
che corrispondono a ciascuna delle sostituzioni (11), ossia sarà 

N -;>r'"' (/>. + !)/'?•"' (p« -+■ 1) -p^r' (pr+i) . 
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che moltiplicato per il numero 6 delle trasformazioni lineari (8) dà preci- 
samente il numero che volevamo dimostrare. 

Per determinare tutte le trasformazioni differenti di ordine dispari qua- 
lunque n^ basterà considerare quelle corrispondenti alle sostituzioni della 
forma 

(12) 0) = g' UÀ, (o' = f MA' — 2mA , 

dove 

9'9" = n, 

e i tre numeri g' ,g" e t non hanno fattori comuni. 
Poiché abbiamo 

MA = %, TAA' = Sy-±^^ 
g n ' 

le radici della funzione sni-T^,AJ saranno date tutte dall* espressione 

^ n 

nella quale m ed m! sono numeri interi e reali qualunque. 

Poiché t è primo con g' si potranno determinare due numeri interi e 
reali $ ed / che soddisfacciano air equazione 

m = sg' -^- 2tl ; 
onde avremo 

Q=zsw—lvù! + {m -f- Ig ) , 

ossia, ponendo 

gV + 2/a) ^r . ,., , 
= afgft , m -^Ig =:rj 

71 

sarà 

(13) Q=r: SCO Icù' -+- Vafg/t , 

dove per r si dovranno prendere tutti i residui differenti rispetto al modulo n , 
e poiché n é dispari si poti-anno prendere per residui tutti i numeri della 
forma 2sr nei quali r é positivo e minore di n ed ^ é qualunque. 

Beciprocamente, tutte le quantità della forma (13) sono della forma 

mMA + m'MA' , 



e quindi radici di sni^,Ai, 
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Ora le quantità q sono tutte radici semplici della funzione 

»— i 
(14) /7m sn {z -+- 2mwgit , k) ; 



poiché per ogni valore di r esiste un sol valore positivo di m<]ft per cai 
si ha 

2m -I- r ^ (mod. n). 

In modo analogo si dimostra che la funzione (14) e ^i^lii»^) banno 

i medesimi infiniti. Quindi avremo 



sn 



( ^ , ij = 9{sì) n^ m{z + 2war^i , k) , 



dove 9 è una funzione intera di g. 

Aumentando z successivamente di 2a) e di co' si ottiene facilmente 

qi{z + 2o)) = qi{z) , if{z + ft)') = 9{z) , 
e quindi (^{z) sarà eguale a una costante G . 

Dividendo per ^ e ponendo ^=0, si ottiene il valore della costante C, 
ed abbiamo 

ITm sn( j -f- 2mw^t , k) 



(15) M8n(j^,A) = ^ 

^ ^ i^ni sn(2mar^i , k) 

Analogamente si dimostrano le altre due formule 

(16) cn(é,A) = 'Ì55(l±2^:J.^ 
^ ^ \M / cn(2wm^, ,A) 

^^„. , /^ A «-^ dn(^ H-2mcg^< ,/c) 

(17) dn ( - , ^ 1 = J7m ^ ,o i\ ' 

Ponendo -?= tt = -^^^ — , abbiamo 

ai - ^ i; j/„ j.„^2mro„', , /fc) ~ ^ ^ , sn'(2»jropr, , k) 

e in generale, poiché il segno di M può prendersi comnnque nelle formule 
precedenti, potremo porre 

^ 1 sn'(2;wm^rf , k) 
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Ponendo 






avremo 

s— 1 

e ponendo nella equazione (17) t = — = ^—z — 

i 1 



)/X'-K* f'»dn«(2OT«,,,,A)- 

13. 

Se poniamo 
(1) ^' = w, e'"«» = gr, 



(2) »(a>) = ^ ye^-- n„ ^ ^ ,cL-.„.a, = i/2 y^ zT. ^'^y, . 

dalla formula (13) del n. 19, Parte I, abbiamo 

(3) Vk = 9H; 

e, poiché dall'equazioni (12) del numero precedente si ricava 

^ 9 

accennando con Xgf^ il modulo corrispondente sarà 

W = rt |/2 1/y^" a« /?« — ^^^ ^ ; 

l+(y^'a*')'"*"' 
dove a è una radice primitiva della equazione 

Determiniamo quale dei due segni bisogna prendere, se vogliamo avere 
quello dei valori di V^ che è dato anche dalla formula 

(4) y A^i = |/ **• i7^ snc m . 
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I numeri m si possono porre tutti sotto la forma 

in = lg" ±r, 
dove 

*- 2 ' '^- 2 ' 
onde la equazione (4) potrà scrìTersi 

(5) ylgft = «/A" 77, snc —j- JIr]8ncrl-T,-i I 

1 ^ 1 ( \9 « / 

1 r /<»' , 2M , 2U<o~\ r (to' 2tu>\ 2ltor\) 



X. 



Sostìtnendo alle funzioni ellittiche le loro espressioni in prodotti infiniti, 
abbiamo 

(1 + ?«»•-> ^ / ) (1 -h y»»"-» (?" «^ ) 

Moltiplichiamo per la equazione (3) che può scriversi 

ed osservando le note relazioni 

* 2«7r (-1) « 

77, cos --7- = ^^ , 

1 9 i^ 

2 * 



abbiamo 



^ — /t-i 8.— ^ 



(6) h,^^=(-i{^f^m'n, '+<<-)"■" - 



1 ■ 
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Con riduzioni analoghe si ottiene 

(7) y7..sncr(^ + -) ^, snc|_r(^-^ + -) 4- ^J 8nc[_r(^4- -)-- ^J 
Sostituendo i valori (6) e (7) nella formula (5), abbiamo 

vv; -- (- i)'^j/2 f/?^ ^„ ^-+(yf-")"" , 

1 -f- {qe" «")»•»-> 
ossia (') 

(8) ^^ V' = / ^ ^« snc -^^—^ = (— 1 ) * *f\~Y' — / ' 

Poniamo ora 

n— I 

/n^ 4/T L m(g'<o' + 2t<o) 4/T— 

(9) yk = u, 77m snc -^ — — x^t , F V« = «'»'« ' 

1 ^ 

onde 

(10) VJ, = V^XgTt . 

Abbiamo dimostrato nel numero precedente che se »=jt>f*.jof* ...jof', 
il numero N dei valori differenti di V^^i è dato dalla formula 



(^) Essendo n naraero disparì la con^uenza 

(^8^ (mod. ») 

ammette sempre soluzioni. Sarà quindi lecito porre 

t = Sti + sn 
con s numero intero. Ma 

; y ^ + 2msioj 

perciò, mutato semplicemente ti in t , la (8) può anche essere scritta cosi : 



m{g'(o'-\-2tùi) / mig'to' -\- 16ti(o) ^ \ m(gW + liHtto) 
snc — ■ — = snc 1 — ' 1 — + 2ms(o I = snc — '■ ;j ; 



Ì/A77=;^lsnc ^(.Z^^ + ^^H ^(^^) • ^(•^^^^'). 



V. c. 
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quindi le dae equazioni che hanno per radici tatti i Talori di x^c e di r/f 
saranno di grado N. Sia la prima 

(11) x" -4- A, X"-» -I h A. = , 

la seconda, a cagione della relazione (10), sarà 

(12) v^ + Aiirv^"'-^ A, tf** r»-* H h A, »•« = . 

La equazione (12) che ha per radici tutti i yalori differenti di | l^t^ 
si dice Y equazione modulare dell'ordine n. 

Le quantità A| . At ... Aj« sono tutte funzioni razionali di tt*. In&tti 
dalla prima delle formule (2) del n. 7 si ricara che, considerando sn s come 
incognita, la equazione 

(13) N. — 0, 

ha per radici le n* — 1 quantità della forma sn , dove r ed « 

sono minori di n , ed ha i coefficienti funzioni razionali di k^ = tf^ 
Ora le radici di questa equazione si potranno dividere in due classi, nella 
prima delle quali si comprendano quelle nelle quali r,« ed » non hanno 
fattori comuni, e nella seconda quelle nelle quali r , « ed n hanno un fat- 
tore comune. Le radici della seconda classe sono anche radici di equazioni 
. di grado inferiore, le quali hanno pure i coefficienti funzioni razionali di i^*, 
perchè essendo ju il massimo comun divisore dei tre numeri r, « ed n, 
^à / , s\ ri ì quozienti che si ottengono dividendo r , 5 ed n per jiì , esse 

prenderanno la forma sn -, . Dunque la equazione (13) sarà ridut- 

n 

tibile, e potrà ottenersi una equazione 

(14) n;' = o, 

la quale abbia per radici soltanto quelle della prima classe, e i coefficienti 
funzioni razionali di u^. 

Ora tutte le radici della prima classe della equazione (13) sono della 
forma 

(15) sn^^^ ^ , 

dove (j è un divisore di z^, / è preso relativamente al modulo g*\ essendo 
n — g' g'\ q è primo con n . 

Infatti 80 5, r ed /^ non hanno fattori comuni, e / è il massimo co- 
mune divisore tra s qA n, avremo 

s = 8'g\ 



— 379 — 
e denotando con ( il minimo numero intero che sodisfa la congruenza 

s' t* ^r (mod. n) , 
il che può sempre farsi perchè s' è primo con nQ)\ avremo 

50/ -f-2r« ,d(ù~A-2(iù 

gu ^= sn 5 . 

n n 

Se ( è eguale ad Ig'' -f- / , prendendo il numero z<ig' che sodisfa la con- 
gruenza 

/^ = /5'(mod./)(2), 
avremo 

» w . ^ ^ » 

dove t ^ t* (mod. 5'") , q ^ /'^ -+- 5' (mod. n) e primo con », perchè abbiamo 
j'^5'(mod. /'), </^^r(mod. /i), r primo con /, ed 5' primo con 5^". 

Il numero dei sistemi differenti di valori di 9' e ^ nei quali g* è un 
divisore di /ì , e ^ è preso relativamente al modulo g" è precisamente eguale 
ad N, e il numero dei valori di q primi con n ed inferiori ad n essendo 



(») Qui TA. commette un errore, giacché «^ può aver fattori comuni con n. Però 
se questo avvenisse, si sostituisca s' -\-Bg" ad s scegliendo B in modo che ^-{-Bg'* sia 
primo con ^ e con (/^^ il che è sempre possìbile. Con questa sostituzione la congruenza 
precedente diviene possibile, senza che la eguaglianza seguente cessi di essere soddisfatta. 

V. C. 

(*) L'A. suppone implicitamente di prendere t primo con ^» il che è sempre pos- 
sibile. Infatti se t avesse un fattore comune con g\ questo non sarebbe comune a g'\ 
altrimenti questo fattore dividerebbe anche ^ e, a cagione della congruenza 

t! t! =^T (mod. n), 

dividerebbe anche r, onde s, r^ n avrebbero un fattore comune, contro T ipotesi fatta. 
Dunque se i e ^' avranno un fattore comune, questo non sarà comune a y" onde (Vedi 
pag. 371, linee 21, 22, 23, 24 ove il testo delPA. è stato leggermente modificato) si pren- 
derà, invece di t , ti =t-]' Bg" e si disporrà del numero intero h in guisa che tx riesca 
primo con gf , Essendo t primo con g' la possibilità della congruenza ti^ls' (mod. g^) 
resta giustificata. 

V. C. 
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il ninnerò delle radici (15) sua 

e V sarà il grado della equazione (14). 

Ora dalle formule (1) del n. 7, denotando con ^ft{x) , U'z{x) due fun- 
zioni razionali di ;r e di u" e ponendo 

m^, = , 

abbiamo 

cn 2/'w/i = «/'«(sn^m^i) , dn 2rm^i = ^3(sn*m^i) : 

onde prendendo nella seconda formula (9) 

2r^m (mod. n) , 
ayremo 

x'^^ = \n snc 2rm^tì = /(sn* w^i) , 



denotando con f{x) una funzione razionale di j: e di if*. 

Ora ponendo qasgn in luogo di m^,, se j è primo con ;ì, i fottori 
di Xg^t si permuteranno uno nell'altro: abbiamo dunque 

e quindi 



^^" ~ e(a) 






Ma il secondo membro di questa equazione è una funzione razionale e 
simmetrica delle v radici della equazione (14), dunque è una funzione ra- 
zionale di ^*, e le somme delle potenze simili delle radici della equazione (11), 
e quindi i coefficienti Ai , A? ... As sono funzioni razionali di u^, come vo- 
levamo dimostrare. 

Se poniamo 

(16) 5/i = (>,(mod. 8), 

è chiaro che la equazione (12) potrà porsi sotto la forma 

(17) Bo V" -h Bi 2^?'y^-» -f- B2 wP«t;^'-« H 1- B^mP" = , 

dove Bo , B| ... Bn indicano funzioni razionali e intere di u^ . 
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L'equazioDi modulari (12) godono di molte importanti proprietà. Le 
principali sono contenute nei seguenti teoremi. 

Teorema 1. Mutando u in v e v in eu, essendo €—{ — 1) * l'equa- 
zione modulare di ordine n dispari non vaìHa. 

Infatti, denotando con n e v ciò che divengono u , v mutando m in — , 



abbiamo 



^^' = 9 ( -jj^ ) = «^10 , v'no ^ fg(m) =^ éu ; 



le quali equazioni dimostrano evidentemente il teorema. 

Teorema 2. Mutando u in - e v in - V equazione modulare di or- 

u V ^ 

dine n dispaiai non varia. 

Infatti dalle formule (14) del n. 16, Parte I, abbiamo 



K'"'l) = iH^ 



k) 



e nella funzione di modulo 7 , w ed w' divengono A q A* determinati dal- 

Y equazioni 

(18) km ^- uA 4- ^A' , kio = M + ^^' ; 

dove 

a = /!? = J=l, y = (mod. 2). 

Quindi denotando con Vg^ ciò che diviene Vgft quando si sostituisce t a A» 

avremo 

iV r 9'^' + 2tA in 



Ma dair equazioni (18) si ricava 

A ^ f A . 

-— z^ 0(0 — pcD ^ — ^= ao) — yw , 

rC /C 

onde 

1 1 

f^u't = — ^[^i = 



2 



m 



w" n snc — [{ag — 2^1) o)' 4- {2tS — yf/')o)] 
1 n 

essendo g', il massimo comun divisore tra ag' — 2^t ed n . Dunque mu- 
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tando w in — , una radice Vj^t diviene eguale all' inversa di un' altra, ossia 
V diviene — . 

V 

Teorema 3. Mutando u^ in 1 — u^^ v^ diviene 1 — v^. 

Infatti, mutiamo u^ in 1 — u^ ossia k in k\ e denotiamo anche con v'g'i 

ciò che diviene vjt . La quantità «' diverrà i(ù , ed « diverrà — ito. Quindi, 

a cagione dell'equazioni (17) del n. 3, avremo 

denotando con g, il massimo comun divisore di 21 ed n (^). 

In un termine della equazione modulare (12), nel quale T esponente di v 
è N — 5, quello dì u h ^sn (mod. 8); onde se abbiamo 

7^ --- 8« + ry , N — 1 ^ «/ -i- 0- , 

denotando con ^ e v i rispettivi esponenti di e; ed m , sarà 

iu ^ <x -f- 1 — 5 , v^sri^ti{c -^\) — ijju (mod. 8)-. 

Ora, osservando che quando j0 è un intero dispari, si ha 

p^{p H- 1) =p -4- 1 (mod. 8) 
qualunque sia il numero intero A, si ottiene 

Niy = N (mod. 8) , 
e quindi 

7^((y + l) = <x-f-l (mod. 8). 



(') L'A. dava qui un teorema relativo a ciò che diviene T equazione modalare nel 
caso limite tt = 1. Ma nel caso generale in cui n è un numero dispari qualunque, il 
teorema è inesatto. Esso sarebbe stato vero soltanto quando si fosse supposto n primo 
dispari. Ciò conduceva TA. ad un errore nella espressione dell' equazione modulare per 
» = 9, mentre per » = 3, 5, 7 i resultati da lui trovati erano esatti. Questo teorema è 
stato perciò soppresso, ed il calcolo delle equazioni modulari per » = 3, 5, 7, 9 (quest'ul- 
timo opportunamente corretto) è stato tolto da questo paragrafo e portato in calce del 
paragrafo seguente, nel quale le proprietà delle funzioni (p(w) e i//(w) permettono di otte- 
nere i valori limiti delle radici dell* equazione modulare per tt = l. (Vedi la nota del 
paragrafo seguente). 

V. C. 
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Dunque, denotando con r il minimo residuo positivo di ^ rispetto al mo- 
dulo 8, nei termini nei quali l'esponente di y è ^r(mod. 8), l'esponente 
di u sarà 

= (<x-h 1 — i7r)(mod. 8), 

dove (<x 4- 1 — i?r) indica il minimo residuo positivo di <x -f- 1 — r{r rispetto 
al modulo 8, e la equazione (12) potrà scriversi nel modo seguente: 

7 / l_ 

(19) y^ e^Ca^i-rr) ^r y^ >_^ ^r ^g, ^8« ^ Q . 

Mutando u m v t v \tì ^u questa equazione diviene 

7 / / 7 / / 

y é^w^t;^'-^*-'»''^y y, *>8'e;8*=y é<'-^i-^'->M<'-^»-^'->f;''y yi>^'"^*"''''^M«*e;«'=0. 

Confrontando questa equazione colla (19) si vede che i termini che hanno 
per coefficienti le quantità i^ nelle quali 

(20) (>(»; 4- 1) = tf -f- 1 (mod. 8) , 

differiscono soltanto per il fattore «P; dunque tutti i coefficienti delle me- 
desime potenze di 2^ e di t; non differiranno, a cagione del Teorema 1, altro 
che per il fattore £p, e avremo 

(21) h\,=H^bl^''"^\ 
Mutando m in — e ?; in — l'equazione (19) diviene 

7 / / 7 / / 

^ 2^Tjr yd^i-r y y if ^8(/-*) y8(/-() = y ^((j^i-tjd e;^ y y b?^^7^? v^* y" = o . 



Ora in questa equazione il termine che contiene v^ ha il suo coefficiente 
eguale a bi^\ mentre nella equazione (19) questo coefficiente è i^?"*"*^ = *? % ; 
dunque, per il Teorema 2, tutti i coefficienti dello medesime potenze di ?^ e t^ 
differiranno nelle due equazioni per il solo fattore «P, e avremo 

(22) • h\,=,nt::^i\ 

Sostituendo nella equazione (19) i valori 

i termini dello stesso ordine rispetto a q dovranno annullarsi tra loro, e 
avremo tante relazioni lineari quante occorrono dopo quelle che si possono 



^ 
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ottenere dal Teorema 3, per determinare tutti i coeflBcienti b^. I termini 
di ordine minimo danno immediatamente 



(24) blo = b% = - =^ bl.1,0 = , èio = — *2 * *; 



Teorema 4. Gli N valori dei moduli trasformati X* — v^ sono radici di 
una equazione di grado N che ha i coefficienti funzioni razionali di A* = u^. 

Iti 

Infatti, se poniamo nella equazione (19) successivamente v , ve^ ^ 

ve ^ ,...,ve ^ in luogo di t; e facciamo il prodotto dei risultati, otteniamo 
una equazione la quale contiene soltanto potenze intere e positive di t>* = A*, 
che è di grado N e ha per radici i moduli trasformati 

(25) fiil* , A») = . 

Ma queste sostituzioni successive, e questo prodotto equivalgono a porre suc- 

cessivamente u , uè * , uè * ,...ue * in luogo di m e moltiplicare i 
risultati. Dunque V equazione (25) avrà i coefBcienti funzioni razionali di 
fc* = u^^ come volevamo dimostrare. 



14. 



La funzione (f{af) definita dalla espressione analitica 

2 I gtmi'Km 



(1) c;(m) = |/2 V^»'^'" n-^ 

1 1 



la quale ha un significato soltanto per i valori complessi di m che hanno 
la parte immaginaria differente da zero e positiva e che serve a determi- 
nare in questo campo le radici delV equazioni modulari, gode molte impor- 
tanti proprietà che passianao a dimostrare. 

Alla funzione <f{m) conviene aggiungere la funzione tp{o5) la quale è 
definita, nel medesimo campo delle funzioni q{w), dalla espressione analitica 

(2) »/>(«») ^// ^^^,,^„^.^ . 

Denotando con E e E' gì' integrali ellittici completi di prima specie, abbiamo 

•/*=.(f). y?-^*(f). 
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Ora mutando A in A', K e K' si convertono rispettivamente in K' e K, e 
quindi 

Dunque sarà 

(3) . S)(--^) = V(«'), 

(4) v(--^)--=9'H. 
Dall'equazioni (1) e (2) si ottiene immediatamente 

(6) tpim±l)= ^ 



V(m)- 
Mediante queste relazioni si possono esprimere 






in funzione di y(m) e V(m) , quando i numeri interi e reali a^^ ,y ^d sod- 
disfacciano alla equazione 

(7) «J_^y=l. 

Primieramente se a > y possiamo sempre determinare due numeri, a , §f 
congrui rispettivamente ad a e /? rapporto al modulo 2, e a' <C.y, in modo 
che si abbia 






1. 



Infatti, se a > y avremo 

a = 2iy + a' , /? = 2/(f -f- /J' , a'd — ^y = \, 

ed «' <! y • Quindi, a cagione dell' equazioni (3), (6) e (4), sarà 

(y-\-dm\ 

49 
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Se a=l ,Y ^ fi sono pari e à dispari, .avremo: 

Infatti, essendo S — /Jy = 1 , avremo 



co 



^e^ V'I — /^ — — J=^^* 9M' 

Ma è facile a verificarsi la congruenza 

y = y(^Y + 1) -^ (/Jy + 1)» — 1 (mod. 16) , 
la quale, poiché fi e y sono pari, conduce alla congruenza 
/Jy(y + 2) = (mod. 16), 

che evidentemente è sempre soddisfatta. Dunque avremo 






come volevamo dimostrare. 

Se a'à' — /f/ =- 1 , ó — fiy = l ^ / , fi'^ y e /9 souo pari, a\ ó' e à 

sono dispari e 
ponendo 



sarà 






Infatti abbiamo 



:^(7'5'-Kò'«-i, /y u_ jc5\ — (y6'-i.e'«-h7a+«*-2) 






e * «jp(aj) , 
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e la congruenza 

^rf + d« — l=(/+yJ')«(/9-f-/?«)H-(/ + ydV(l+2/?) + (r«— 1 
= /j' ^S''^y—l = /rf' •^d'*~hyó + ó* — 2 (mod. 16). 

Se aó — /Jy == 1 , Y e ^ pari, a e ó dispari e « < y , avremo sempre 
(Q\ Y-^^^ __ Yì ->- <^i"^i ^ y2 + JgtPg _ y3 -f- ó^m^ 

doye y, e fig sono pari e àg — /y,y, — 1. 
Infatti, essendo « < y , potremo porre 

e quindi 

y-f- Joy _ y' + ó'os _ 1 _ y^ + Jicgj 

mi 
°'^ = ^r:^^, «d-^y=l, 

e saranno « </, / ^ 1^ pari e «' e (^' dispari, Jj — /J,yi = l. Analoga- 
mente otterremo T espressione di m^ , di ma ... e poiché i valori di a sono 
interi e vanno continuamente diminuendo, arriveremo finalmente ad uno che 
sia eguale all'unità. Onde la serie di equazioni (8) sarà finita come vole- 
vamo dimostrare. 

Da tutto questo si deduce facilmente il seguente 

Teorema. Se aó — /?y == 1 , ^ e y sono pari, a e 6 dispari, avremo 
sempre 

Se a e à sono pari e fi e y dispari, avremo 
Infatti a cagione dell'equazione (9), abbiamo 
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e ponendo — — in luogo di ro: 



Se /? è pari e «, y, e rf dispari, sarà 
Infatti, dalla equazione (9), si ha 
Mutando w in m — 1, si ottiene 

Se rt è pari, ^ , y «> S dispari, avremo 



_!IÌli 



y(aj) • 
Poiché dall'equazione (11) avremo 



0^) H^:)=^-^ 






8 






e mutando oj in , otterremo l'equazione (12). 

Se rf è pari e a , /? , y dispari, sarà 



'•«> H^:)= 



«' 



V(ro) 
Infatti, dall'equazione (10) abbiamo 

e mutando m in m — 1 si ottiene l'equazione (13). 
Se y è pari q a , fi ^ d dispari, avremo 

(14) ^.(M_^\_^! 
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Infatti dall'equazione (13) abbiamo 



KS5-;)- 






e mutando w in — — si ha l'equazione (14). 

Le sei formule precedenti sono dovute al sig. Hermite. 
Dalla equazione (9) si ottengono le radici della equazione 

che saranno date dalla formula 

y -f- óm 

dove 

«rf — /^y=l, 

/ e /:? pari, a e rf dispari, e y^O (mod. 16), a^d^zìzl (mod. 8), op- 
pure y = 8 (mod. 16), a = rf = rt 3 (mod. 8). 

Determiniamo ora l'equazioni modulari degli ordini dispari più bassi (*). 



{}) Per questo calcolo TA. ricorre, nel caso degli ordini 5,7,9, alla forma che as- 
surae l'equazione modulare quando si faccia tt=l. Egli si serviva perciò di un teorema 
del § 13 che venne soppresso perchè inesatto (Vedi nota al § 13). Peraltro la forma del- 
Tequazione modulare nel caso limite in cui tt = 1 si può ricavare dai corrispondenti va- 
lori limiti delle radici dell'equazione modulare e questi si possono ottenere nel modo se- 
guente, mediante le funzioni fp{m) e V^fro) studiate in questo paragrafo. 

L'espressione generale delle radici dell'equazione modulare è (Vedi nota a' piedi della 
pagina 377) 



(1) Vg^t^e » "^y^' j^fJU ^n. 

Ricordiamo che posto — = — - = nr si ha : 

(2) { ■ 

d'onde, per essere <p(tB) = t//l — — I ^ ^«o') , io' = — V ' > 8' t**^ 



(3) <jp(m) = v.(--^) = vK) = ^- 



(tm-.i)7rK 



l + e ^' 

Se ^ = 1 , quindi K==oo, K' = — , nT = 0, viene <3p(0) = 1 ; con che dalla (1) si 
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1^ Sia n-^S, avremo 

N — l=(r = 3, n = i? = 3, I — O, a = 0; 

quindi i sistemi dei valori [r , (cr -h 1 — r^ry] nei quali non entrano numeri 
maggiori di N sono 

(0,4), (1,1), (3,3), (4,0), 



deduce 



(30 v = « ^ =(--1) 



8 

Resta da considerare il caso di t diverso da zero. Intanto si osservi che è 



(4) Vg't 

0, ponendo per compendio (*) 






v = - 



più semplicemente 

t7r(g^*-i) 

(4') Vg^t=e « ^(fj). 

Consideriamo la funzione i/; I , | . dove « , /J , v , <f sono numeri interi soddisfa 
centi alla condizione ad— fiy= 1 ; si ha 

Tra i numeri a , p ,y ^ó che, salvo la condizione posta dianzi, sono arbitrari, stabiliamo 
la relazione (**) 

/?/' = 16^«: 

dovendo a,/J essere primi tra loro, sarà /' divisibile per « e 16/ per /J: quindi 

a fi 

con ^ numero intero, ossia 

aQ=z(f\ ^Q = lQt', 

essendo g" numero dispari, tanto a quanto ^ saranno dispari, e § sarà numero pari: di 
più sarà ^, il massimo comun divisore fra g^' e t Essendo » dispari e /3 pari, di ne- 



(*) Qui per m' = 00 si ha v = — TTi • 

lo t 



_£_ 



' (**) Cioè facciamo in maniera che ad 17 = — —- , cioè ro' = 00 , Corrisponda 

lo t 

rji = . = 00 : con questo artificio il caso ora contemplato viene ridotto al precedente. 
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e la equazione modulare sarà 

blo w* + blo uv -h blo u" v^ -4- ijo t^* = , 
e r equazioni (21), (22), (24) del § 13 daranno 

^00 ^^^ ""■ ^00 » ^00 ^^^ — ^00 » ^00 ^^ ^^00 

onde dividendo per &oo l'equazione diviene 

M* — y* + 2Mt;(l — u^v^) = 0. 



cessità sarà d dìspari. Quanto al y aggiangiamo ex-g. la condizione di essere pari. Dopo 
la condizione imposta ad a e j) la (5) diventa 

D'altro lato per a , (f dispari ; fi ,y pari si ha 
ma nel nostro caso è ap^O (mod. 16): dunque 
Quindi, sostituendo nella (40. 

(6) v.=«' » n^+V)- 

Ora osservando che («• — 1) (p» — 1)==0 (mod. 16), verrà a"^»^ ««-[-?* — 1 (mod. 16), 
ossia 

ft = „• ^ ^« _ 1 (mod. 16) , cioè «• = /'• — e* + 1 (mod. 16). 



C*) Il Betti non dà per la funzione i// le sei formolo analoghe a quelle trovato più 
sopra per la funzione 9>; esse si possono ricavare molto facilmente e le riportiamo qui: 

r. a,cr dispan; /J,y pan: \p y^' \ = e^ ^{w); 

2®. «,<fpan; /3,y dispari: i//l ' \=e* 9<°^); 

30. /J pan; «,r,cf dispari; ^(^Ì_J=,,8 _; 

4^ « pan; ^y;cr dispari: ^(^-^J=e« — ; 

5«. .f pari ;«.^, dispari: v(^)=« « ^J ; 

6». ;^ pari, «.,.,<r dispari: ^(i;±ÌJj = ;T ^. 
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2^ Sia n = òj avremo 

N — l = (r = 5, n = ri = h, 1 = 0, a = 0; 

onde i sistemi dei valori [r , (cr -h 1 — r^r) nei quali non entrano numeri 
maggiori di 6, sono 

(0,6), (1,1), (2,4), (4,2), (5,5), (6,0), 

l'equazione modulare sarà 

%«• + blouv -4- blu^v* -f- btou^o^ -h b^u^v^ -h *So«^* = 

e le equazioni (21), (22) e (24) dei § 13 daranno 

e quindi avremo 

e^6 _ y« _^ 4z^2;(l- — w^ y*) -f- ìm« y*(tt* — 1;«) == , 
e poiché per u=l questa equazione deve prendere la forma (^) 
{v -hlY{l — v)=-l — v^-^ 4v{l — V') -h 5v\l — y*). 



Per cai possiamo ancora dire che 



od anche 



*e-+'?)- 



Ma 2(/'« — 1) = (mod. 16), g'^ + g"* - 1 = (^'« /'« = «•) (raod. 16); quindi si avrà 
definitivamente 



(7) v. = « " "^(^ + ^)- 

Facendo ora crescere indefinitamente il modulo di m\ evidentemente 

modtS'— X '« n / 

per cui 

i7r(n'-Hp*— «) n*-t-p*— « 

(8) lim Vgft = e 8 =(-1) 8 

mod CT'oax 

Di qui si deduce il teorema: Se nell'equazione modulare si pone u = ì (nel caso 
in cui n è un numero primo dispari) una delle radici diventa eguale a -\-l e le rima- 
nenti a (-1)^, ^^ 

(*) Vedi il teorema della nota precedente. 
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sarà 

A = 5, 

e per T equazione modulare di ordine 5^, avremo 

M* — t;* -f- 4tuv{l — u*o^) -+- òu*v\u* — v^) = 0. 

3®. Sia n = 7; saranno 

N— l=:(r = 7j=r; = 7, 1 = 0, a = 0, 

e i sistemi [r , (cr -|- 1 — ^r)] : 

(0,8), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6 , 6) , (7 , 7) , (8 , 0) , 

onde r equazione modulare avrà la forma 

biou"" + blouv + blu^v^ -f- blou^v'' -h btoU^v* + b^u^v^ + b^u^'v'' 
blou'v'''^bl,v^ = 0, 
e sarà 

e quindi 

ef8 -f. e;8 _ 8wt;(l -I- u^ t;«) + éM*t;«(l + u^v*) + *Vz;'(l -I- w«d;«) + b"tàv* = . 

Ponendo u = l deve prendere la forma (0 

(y _ 1)8 = IH- 1?8 _ 8t;(H- 1;^) -^- 28y*(l + 1;*) — 56t;'(H- 1;«) + 70y* = , 

e per ciò 

i = 28, è' = — 56, è" = 70, 

e r equazione modulare di ordine 7® sarà 

M« + v« — 8wy(l +«««t;«)+282^V(H-e^V)— 562^V(1 -h 2^«t;«) +70^^*1;* = 0. 

4®. Sia w = 9, avremo 

N=12, (r = 3, ij = l, / = 1, « = 1, 

' e i sistemi [r , (cr + 1 — lyr)] saranno 

(0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0), (5,7), (6,6), (7,5), 

e l'equazione modulare sarà 

u'iblo -h % u' + blx V' -h- b'n u' V') + u' K*ìo+ *}o u' -h bl V' -h b\, u^ v^) 
-hu'v\bl,-^b\oU^-hbl,v^-h-blu'v^)-huv\blo-hbìoU^ + bl,v^~^^^^^^^ 
--hv'ibto-^ biou^-^ btiv'' -^ bt,u^v^) + b^ooti' v"" -hblou^v^ + bl^^^ 

Q) Vedi il teorema della nota a pag. 389. V. C. 
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thU «inzym (21). (23^) e (Uf 4^ % IZ m rìlen 

//^ = <f{^ = «^,==%-.^0. *!, = %- *t,=*S,. 

n->) /A«'* — ciI6'A «' — *!♦«'=) — F*(«i«* — *!,«•») — «^16 *i. ■ — *ti b'» 
■ t*if/u «* — 1« 'yU «") — p'y«f , «* — *i «") — p"(*Jt « — 16*» «•) 



P*r «=I «m d«T« ridarsi a (p— !)'• (p-i-l)»^©^), ohì» a 

H«) 9" — 8p»' — 2ep'» — 40»* — lóp» — 48»* — 84r« -f- 48p» 
~ lóP* — 40p* -H 26»* — 8p — 1 = ; 

rna p«r u =: 1 la (15) direota 

(J7) *:, p'* ^ (/>!,- 16 *t.)p"^(*n-^*:.)p"-^(*i,- 16 *:.)t^ 

t- /yj, e» -f- *;» V' ■+- bU P* — ftj. 9* -4- *;, p« — (16 *t, — *i,) B» 

-f- (*;, + *!,) V* — (16 *:. — *i.) p -t- *:, = . 

Paragonando la (10) colla (17) si trova 

*•, = ! , *|, = 8 , **,-f-*;. = 26 , *i,= — 24 , ft:. = 15, 
*J. = 48 , *J, = -84, 



(1) A partire da qacsto punto il calcolo dell* A. è stato modificato (Vedi nota al 
I y\ p. JW2). V. C. 

(*) Kiporiianioci infatti ai calcoli sviluppati nella nota della pag. 389. Se soppo- 
riiarrio n«"i^ i casi possibili sono 

(/ = 1 , /'=-3« , f = 0, 1,2,3,4,5,6,7,8; 
/-3 , (f'r=^ , ^-.1,2; 

oikIo, facondo soniprc* uso dello notazioni adoperate nolla nota suddetta, si trova 

w,o — 1 , «Il -1 , «li^l , »ii=» — l , «14 = 1 , yi»=«l , Oi« = l , Oi7 = — 1 , t;i8 = l; 

«.I ---- 1 , «!■«— 1; 

v.i ^ 1 

cioò riid^t raglici sono eguali 2^ -\-\ q due eguali a — 1 . 

V. C. 
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con che la equazione (15) prende la forma 

(18) u'* — 8v m'(2 — u') + V* u\blo + % u^) — Sv^ u{2 -f- 3 u') 

-4- 15 w* v\u^ -h v^) + 48 v^ u\u^ + y*) — 84 tt« t;« — 8 v^ u\i -\- 2 m«) 
-I- 1;»« M'(*fo-+ % w«) + 8e;»^ m(1 — 2 m«) + y" = . 
Ora 

^ = t/2l/?^(l-i7 + 2y» + ...), 
^9,, = t/2 Vy' (!—?' + 2</^« + •••). 
Sostituendo questi lavori per t^ e per e; nella (18) essa deve riuscire iden- 
ticamente soddisfatta; in particolare annullando il coeflSciente di /y'® si 
trova 

^J^ = 16 e in conseguenza Jj^ = 10 . 

Pertanto T equazione modulare diventerà 

(19) w»* — %vu\2 — u^) + 2v^ w*(8 + hu^) — W m(2 + ^u^) 

-f- 15e;* w*(m* + v^) 4- 48t;=^ u^u" -I- y«) — 84«*« t;« — 8e;* ^^(3 -f- 2w«) 
H- 22;><» a«(5 + 8m«) + 8e;*^e/(l — 2m«) + y»« = ; 

e questa si riduce facilmente alla forma 

{v — uY^ {v -f uY + l&vu{l — w*) [y*® — y* 2^ -}- »« w« — (y« — «^?; -+- «*)] = : 

ma 

yio — v'^u + v^u^ = v^ (y* — «y -f- «*) : 

quindi la nostra equazione sarà finalmente 

(20) {v — uY' {v -+- uY — I6uv (1 — u^) (1 — V') {v* — uv-h ««) = 0. 



15. 

Allorché la equazione modulare di ordine dispari n ha radici eguali, il 
numero delle trasformazioni diflferenti di ordine n è minore di N. Le fun- 
zioni ellittiche particolari, per le quali ha luogo questo abbassamento nel 
numero delle trasformazioni differenti di un dato ordine godono importanti 
proprietà, che le rendono meritevoli di speciale considerazione. In due modi 
si può procedere a determinarle, o colla ricerca dei loro moduli ponendo a 
zero il discriminante della equazione modulare, e risolvendo la equazione 
così ottenuta, oppure colla ricerca dei valori dei rapporti m dei loro periodi 
che sodisfano a una equazione 
/i\ / gay + / \ / gtm-4-/ \ 

dove f^ ^ (— 1) « e gg' = g^g[ = n. 
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Teorema. Il discriminante della equazione modtdare di ordine dispari 
n ha la forma 

(2) D = M^(l — u*y* (A, + A,M* + A»m'« ^ 1- Af««P) ; 

dove 

(3) v==r„-h2Jn, v, = r„ + 2^'„, 4? = N(N-1) — V — 4».; 

denotando con r„ la funzione numerica 

Z^(ì7)«[(^)»-i]. 

dove la somma deoe estendersi a tutti i divisori di n, e {g)n indica il 

numero dei numeri incongrui rispetto a g e che non hanno fattori co- 

TI n 

muni con g e con — , Jn esprime la somma dei prodotti — i(^n)(^i)n 
y " 

estesa a tutte le combinazioni di due divisori diseguali di n dove g^g\, 
e J\ la medesima somma dalle quali sono escimi i prodotti per i quali 
-non è 

(4) ^y = ^yi» 
e Ao , Al , ... Ap sono quantità numeriche. 

Per dimostrare questo teorema osservo che abbiamo 

(5) D = n{Vg, - Vg,t,Y = U^'^-''- n{Xgi - Xg,t,Y , 

dove 



fi— 1 
Xgt = n snc m\ 



( goa! -h2t( ù\ 
\ n ') 



Ora le quantità Xgt sono radici della equazione (14) del n. 13, la quale ha 
i coefficienti funzioni razionali di u^, quindi il prodotto n{xgt — ar^^.ij*, che 
è una funzione simmetrica, sarà razionalmente esprimibile per w®, e avremo 

(6) D-^2^«^«-^>'»/(2^«), 

denotando con f{x) una funzione razionale di x. 

Ma D è anche una funzione razionale e simmetrica delle radici della 
equazione modulare che ha i coefficienti funzioni razionali e intere di w , e 
il coefficiente del primo termino eguale all' unità, quindi il secondo membro 
della (6) dovrà essere una funzione intera di u, il denominatore di f{u*) non 
potrà essere altro che una potenza di m*, e denotando con v un numero che 
sodisfarà alla congruenza 

r = N(N— l)/i (mod.8), 
avremo 

(7) D = u'^iao -haiu^-ì hai w'O • 



— 897 — 
Per determinare v sostituiamo nell' espressioni (5) e (7) i valori 

(8) u = ]/2Y'q{\—q + 2q^ ) 

- ^n. £ 

(9) Vg, = 6,t/2y ?/ a'(l -q^ «* + ...). 

e confrontiamo i minimi esponenti di |/g. 

Il minimo esponente di Yq in Vgt — Vgtr è evidentemente -^ = — , e 

y y 

quindi in DuiVgt — VgfY sarà ^(f?')»ni7')n — l) e in HguiVg, — Vgi')* 

sarà r„. Il minimo esponente di j/g- in Vgt — Vg,t, dove g <Ì9i ^ -ri ^ 

y 

quindi in nn^{vgt — Vg^t.Y sarà -ii{9')n{g\)n e per tanto sarà 2//„ nel pro- 
dotto Ifggit,{Vgt — Vg^tiY in cui g non è ~-gi. Dunque in n(vgt — 1;^,«,)* 
sarà 

rn-h2Jn; 

ma nell'espressione (7) il minimo esponente di Yq è v, quindi avremo 

Ponendo w — 1 T equazione modulare acquista radici eguali, dunque D 
deve annullarsi per u^ == l, e quindi deve essere divisibile per 1 — u^. 
Denotiamo con i*i la massima potenza di 1 — u^ che divide D, avremo 

(10) D = u\l — u^y^ (Ao + Aiw« -\ h Ap u^^) 

= u\l — u^y^ [Bo -+- B;(I — u') H f- Bp(l — w«)P] , 

e Ao e Bo differenti da zero. 

Mutando u in u! = |/l — m* , D diverrà 

(11) D' = u^'^{l—u^y (Bo -f- B,u^ H h BpM«P). 

Per determinare vi, sostituiamo il valore (8) nell' espressione (11) e i valori (9) 
nell'espressione che si deduce dalla (5) mutando u in u! e confrontiamo i 
minimi esponenti di q. 

Mutando u in u ^ us diviene — — ; quindi denotando con v'gt ciò che 

diviene Vgt, avremo 

„■=«(„■ ,-.■„„)• = "[•^(^)-'..'(^:^')]' 

Ora se prendiamo t multiplo di 16, il che può sempre farsi, perchè Vgt non 
muta valore quando a t si sostituiscano dei numeri congrui rispetto al mo- 
dulo g\ e se denotiamo con ga il massimo comun divisore di / e di g\ e 
poniamo 

i = goto, g' = 9^gì^ 
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tari 

g^ — ag 

dorè 

^ è pari, ^ dispari, e quindi f^-. i^, Oode a cagione della eqnaxione (IO) 
del n. 14, avremo 

e ponendo jr!;y = /., e quindi j'o/o = /J, sarà 
Ihinqae, mutando u in i/, D diviene 
Ora abbiamo 

Quindi il minimo esponente di fj in 

""{vH'-T^)-vH-^)]" 

sarà r„. Nel prodotto 

**« i/ <C //'» il minimo esponente di q sarà -7^ (/;')„ (^i)n, quando v = V » ® 
altrimenti sarà zero. Dunque sarà 2^^) nel prodotto 
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dove g è differente da g^ . Pertanto il minimo esponente di 9 in D' sarà 

Ma dall'espressione (11) si rileva che questo esponente deve essere eguale 
a Vi, dunque 

come volevamo dimostrare. 

Mutando u in — , sappiamo dal Teorema 2 del n. 13 che v si con- 
verte in — , quindi dair equazioni (5) e (9), osservando che il quadrato del 

prodotto di tutte le radici nelle equazioni modulari è uguale ad u^^, si 
ottiene 

e quindi 

4^=:N(N — 1) — V — 4ri, 

come volevamo dimostrare. 

Confrontando l'equazione (12) colla (10), si deduce 

(13) A, = Ap^. 

Quando n ha i fattori primi tutti differenti, N è eguale alla somma dei 
divisori di w e {g')n = sf, quindi 

rn = y(/t-y)-wN'-N, 

dove N' indica il numero dei divisori di w. La funzione numerica Jn diviene 
eguale a ^ggi , dove la somma deve estendersi a tutte le combinazioni di 
due divisori di « il prodotto dei quali è <C,n, q J'n è la funzione Jn di- 
minuita di tutti i prodotti gg' pei quali non è €g = f„^ . 

Allorché n=pi^ e p è un numero primo dispari abbiamo 

rpi^ = {p-l) l^py-'' -ili- \)p^'^ , ^p^ = ^ip^-' -(fi- l)pi^' ; 
^pi* = ^pji se «p ~ 1 ; se poi fp = — 1 , si ha 



— 400 — 
dorè Tj --- ( — ly-. Quindi in questo cuo avremo 

Se n=p numero primo, ponendo /w =: 1 , /^ = — 1 nelle formule (14), si 

ottiene 

»* — 1 
(15) v = n-hl, vi=n-h€n, q^ — z n — fn- 



16. 

Passiamo ora alla determinazione dei yalorì dei rapporti m dei periodi 
delle funzioni ellittiche per le quali V equazioni modulari di ordine dispari n 
ammettono radici eguali. 

Teorema 1. Affinchè sia 

iq'm — (s\ (g\m — (f\ 

(1) '^nV")=*'''nSr-)' 

dove m è un numero complesso che ha la parte imaginaria positiva^ o',^' 
sono multipli di 16 e g"g' ^= g'ig'ì = n, è necessario e sufficiente che w 
sodisfi ad una equazione 

(2) Am«-h2Bar-fC = 0, 

dove A, B ^ C sono numeri interi e reali e il determinante 

J=--'R^ — kC 
è negativo e della forma 

(3) ^ = _8A(;ì — 8A); 
oppure 

(4) ^' r^ — i^n — 2A) (8A — 3/i) , 

e quando ^ ha la forma (3) si hanno le congruenze 

(5) B = (mod. 4) , C = (mod. 8) ; 

oppure 

(6) B = 2 (mod. 4) , C = 4 (mod. 8) , 
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e A dispari quando h è dispari: quando poi il delerminante ha la forma (4) 
si hanno le congruenze 

(7) B = 1 (mod. 2) , C = 2 (mod. 4) . 

Infatti, affinchè sia verificata la equazione (1), è necessario e snflìciente 
che si abbia 

g[ui — a' ^ yg'' — <](S-uòq'm 

o'i «r/" — t^^ -+- i'^f/^ ' 

(9) aó-(iy=l, 

a e ó dispari, y ^ fi P^ri? e ^i^^^o sodisfatte le congruenze 

(10) y = (mod. 16) , a==Ó^^ g'g[ (mod. 8) , 
oppure 

(11) / = 8 (mod. 16) , « = r) = zr: gg[ -f- 4 (mod. 8) 
Alla equazione (8) può darsi la forma 

(12) fig'g[ w^ + lag\ f - Òg^ g\ - ^(ag\ ^ cry )] m 

+ /^crcr' - a^g'^ + Sag'; — yfg'l = . 

Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo 

(13) ag\f^òg'g';^±n (mod. 8), 

e, quando sì hanno le congruenze (11), 

(14) ag\g'' = Òg' g'i ^ z±= w H- 4 (mod. 8) ; 

e quindi il coefficiente del secondo termine della equazione (12) ò sempre 
multiplo di 8. Pertanto potremo porre 

(15) ^^ = A «gi/ — ^(ì'.h — fi(^{h -\- </) _ j3 

ù 4 

i^a& — a<ì'(j' -f- d<i(j; — yg"(i'; 

2 -^' 

e la equazione (12) prenderà la forma (2) ed A , B e C saranno intori. 
Se poi fiT^^ (mod. 4) e y^8 (mod. 16), porremo 

(16) ÈlO} = ^^ (^(hQ' — ^l/ih — fi(^Q\ -^ <»') j^ 

4 8 

4 '~^' 

e avremo sempre una equazione con i coefficienti interi della forma (2).* 

51 
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Facendo 

(17) 2S = ag\^' ~\- ò^g\ -h ?{p'^ — ag\) , 

colle posizioni (15) avremo 

(18) 4^ = S* — n'; 
e colle posizioni (16) 

(19) 16./'^S' — /i*. 
Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo 

ag\g' = Sl±n, S^fg! = HVdzn, 

e quindi, moltiplicando e osservando la equazione (9), si ottiene, se fi^O (mod. 4), 

òn(l + /') = (mod. 64) , 

l^t = (mod. 8), 

2S = ag[g'' + Òg'g'^ = ± 2n (mod. 64); 

onde 

S = 16Artn, 
e h pari. 

Se poi /9 ^ 2 (mod. 4) avremo 

/ -h /' = (mod. 4) , 2S = rt 2/1 (mod. 32) , S = 16A ± n , 

ed h potrà essere dispari. 

Quando sono verificate le congruenze (11), se fi ^2 (mod. 4), avremo 

ag[g'' = 8/ :±: n + 4 , dg' g'^ = 8/' -= /J + 4 , 
e quindi 

firn" = 16 = ± 8/^(/ -f- r + 1) + 16 (mod. 32) , 
ossia 

/-|-r + l = (mod. 4), 
e quindi 

2S = -■±: 2n (mod. 32) , S = 16 A ± » , 

ed h potrà essere dispari. 

Se poi /? ^ (mod. 4), avremo 

Z + r + 1 = qz 2« (mod. 4), 
onde 

2S = =t=14/i (mod. 32), 
e quindi 

S = 16AHh:77,. 
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Dunque il determinante ^ dato dalla equazione (18), nella quale dovrà 
sostituirsi 

S=16A — /i, 
sarà 

^ = _8A(;^ — 8A), 

e avremo nei primi due casi le congnienze (5), nel terzo le congruenze (6), 
ed A ^ 1 (mod. 2) quando h è dispari. 

Il determinante ^' dato dall' equazione (19) nella quale dovrà sostituirsi 

sarà 

J' = — (n — 2h) (8A — 3w), 

ed essendo 

O 

e 

C = -^ = 2 (mod. 4), 

saranno sodisfatte le congruenze (7) (*). 

Ogni equazione (2), per la quale sono sodisfatte le condizioni del 
Teorema 1, dà un valore di m per cui l'equazione modulare di ordine n am- 
mette radici eguali, e quindi determina una radice tCr ~ g>{^r) del discrimi- 
nante. Diremo che *una tale equazione appartiene alla radice Hr del discri- 
minante. 

Ora abbiamo trovato per il discriminante 

(20) D = w^(l — w«)^i/(w8), 

dove f{u^) è una funzione razionale e intera di u^\ quindi avremo 

(21) /(w») = anlu — y(nyr)]. 

essendo a una quantità numerica ed i valori aor^ dovendo essere determinati 
mediante tutte l' equazioni che appartengono alle radici del discriminante, e 
che non danno valori identici per tf{x0r)' 
Teorema 2. Se la equazione 

(2) Aco« + 2Bm + C = 



(*) A questo punto TA. faceva seguire unaMimostrazione, errata in parecchi luoghi, 
che le condizioni espresse nel teorema sono anche sufficienti. Poiché per renderla rigo 
rosa occorrevano delle mutazioni radicali, parve miglior consiglio sopprimerla. V. C. 
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appartiene a una 7'adice Ur dei discnminante, e la forma (A! , B' , C) è 
equivalente alla forma (A, B, C) é? se questa si trasforma in quella me- 
diante la sostituzione 

y -h óm' 

dove eco — /5?y = 1 e y è pari, anche la equazione 

(22) Meo'' 4- 2B'm' + C = 

ap}mrterrà a una radice del discriminante, la quale sarà identicamente 
eguale ad Ur o ad --- moltiplicato per una radice ottava dell'unità, 

Uf 

lufatti, se il determinante della equazione (2) ha la forma (3) dovrà 
aversi 

(23) C = 4€ (mod. 8) , B = 2f (mod. 4) , 

dove é ò eguale a zero o all'unità. Se il determinante ha la forma (4) 
avremo 

(24) C r- 2 (mod. 4) , B ei£e 1 (mod. 2) , 

Ora poiché abbiamo 

A' = AJ« + 2tìó(i + C/?^ , 

(25) B' = kyó + B(/9y -f aó) -h Oa;i , 
C = ky^ + 2By« + Gct^ ; 

sarà 

C E- C + 4f ' (mod. 8) , B' = B -f- 2é' (mod. 4) ; 
e quindi 

C = 4(f + é') (mod. 8) , . B' = 2(f 4- e) (mod. 4) , 

so il determinante ha la forma (3), e se ha la forma (4) 
cr EHI 2 (mod. 4) , IV = 1 (mod. 2) . 

Dunque la equazione (22) apparterrà a una radice del discriminante, 
la quale sarà 



.K)-Kii^)' 



clic è identicamente eguale ad Uy o ad — moltiplicato per una radice ot- 

Ur 

tava dell'unità. 
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Teorema 3. Se la equazione 

Am^ H- 2Baj -f C = 

appartiene ad una radice Ur del discriminante j la forma {A! , B' , C) è 
equivalente alla forma (A , B , C) e questa si trasforma in quella mediante 
la sostituzione 

dove ad — /fy = 1 , e y è dispari^ la equazione 

AV« + 2BV-4-C' = 



eguale a Vi — Ur o ad g — o ad una delle loro reciproche molti- 



apparterrà a una radice del discriminante, la quale sarà idènticamente 

Ur 

y<^ 1 

plicata per una radice ottava della unità, soltanto se k^C (mod. 8) es- 
sendo il determinante della forma (3), oppure A ^ C (mod. 4) e il deter- 
minante ha la forma (4). 

Avremo anche in questo caso V equazione (25) e le congruenze (23) se 
il determinante ha la forma (3); onde sarà 

G' = k~+- Ì6{a + 1) a = A (mod. 8) , B' = B -f- AyJ (mod. 4), 

quindi soltanto, se C^A (mod. 8) ('), avremo 

C = i€ (mod. 8) , B' = 2€ (mod. 4) . 

Se poi il determinante ha la forma (4), saranno sodisfatte le congruenze (28), 
e quindi 

C' = A + 2a(a + l) = A (mod. 4), B' = l-hA<r (mod. 2) 



(*) Qui sembra utile uno schiarimento. Perchè T equazione 

AW« + 2BV+C' = 

nel caso che il determinante sia della forma (3). appartenga ad una radice del discrimi- 
nante, dovranno veriflcarsi le condizioni: 

B' E^ 2s' (mod. 4) , C = 4e (mod. 8) 

con 6' uguale a zero od all' unità. Tenuta ragione de' risultati precedenti segue allora che 

A £^ 4e' (mod. 8) , B' = B = 2e (mod. 4) , 
ossia 

2(€' — e) = (mod. 4), 

cioè e' = 6 , od infine 

A = C (mod. 8) , 

come trova T Autore, Nella stessa maniera si giustifica T enunciato del teorema relativo 
al caso, in cui il determinante abbia la fonna (4). V. C. 
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e perciò soltanto se A ^ C (mod. 4) avremo 

C = 2 (mod. 4) , B' = 1 (mod. 2) . 

In questi casi soli i valori di (f(iB') saranno radici del discriminante, 
ed essendo della forma 



{ y — am \ 



dove Y è dispari saranno identicamente egoali ai 32 valori che si ottengono 
moltiplicando per le radici ottave della anità le quattro quantità 



v(m)=|/r:r7,. .^^J 



H'^) *i^^4^^ 



izi 



come volevamo dimostrare. 

Pertanto se prenderemo tutte le classi differenti delle forme (A , B , C) 
i determinanti delle quali sono dati dalF equazioni (3) e (4) e sono nega- 
tivi, e quindi in numero finito, ciascuna classe darà 16 o 48 (0 equazioni ap- 
partenenti ad altrettante radici del discriminante in generale non identicamente 
eguali tra loro. Le classi che danno 16 equazioni le diremo di prima specie, 
quelle che ne danno 48 le diremo di seconda specie. 

Ad ogni classe di prima specie corrisponde evidentemente un fattore 
del discriminante della forma 



(26) 



(.«-<,«(a.))(.«-^) = .--..«+l. 



Ad ogni classe di seconda specie corrisponde un fattore del discrimi- 
nante della forma 

(27) (.«-^s) (,s_ l^ (,s_i+,,) (,s _ _L_) (.«- ^) (.«- ^) 

= 2^48 _ 3^40 __^ j^« H- (5 — 2b) u^' -h bu'^ — 3m« + 1 . 

Bisogna però eccettuare quelle classi che danno equazioni per le quali 
alcuni dei 16 dei 48 valori precedenti sono identicamente eguali tra loro. 



(^) Quando sono soddisfatte le condizioni del Teorema 3, oltre le 16 equazioni cor- 
rispondenti a y pari, si hanno ancora lo 'i2 corrispondenti a y dispari. Quindi in tatto 
16 + 32 = 48 equazioni. V. C. 
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AfSnchè alcuni di questi ralori siano identicamente eguali, è necessario 
e sufficiente che sia 

"^ = :^^' arf — /fy=l, 

quindi queste classi eccezionali saranno le sole classi derivate delle classi 
che corrispondono all'equazione 

(28) ^ar«4-2(^^)ar-y = 0; 

ae a^à (mod. 2), o delle classi che corrispondono all' equazione 

(29) 2/?i0«-f-2(a — rf)w — 2y = 0, 
se a H= rf 4- 1 (mod. 2). 

— - — I — 1 , e deve essere ne- 
gativo: quindi a = — J; e il determinante è = — 1. Ma vi è una classe 
di determinante — 1 , rappresentata dalla forma (1,0,1). Dunque le classi 
che corrispondono air equazione (32) si riducono a questa sola. 

Il determinante deir equazione (29) è (a-f-rf)* — 4. Dovendo essere ne- 
gativo ed a -ha dispari, sarà a = — rf =»- 1 , e quindi il determinante sarà 
eguale a — 3. Ma vi è una sola classe di determinante — 3 rappresentata 
da (2,1, 2). Dunque le classi corrispondenti ali* equazione (29) si riducono 
a queste sole. Ne segue che quelle classi che, essendo di prima specie, danno 
nonpertanto meno di 16 radici del discriminante, e quelle, che, pure essendo 
di seconda specie, danno meno di 48 radici del discriminante, sono soltanto 
le derivate delle classi rappresentate dalle duo forme (1 ,0, 1) , (2, 1 ,2) (*). 

Le classi derivate di (1,0,1) s'incontrano soltanto nei casi seguenti: 
1**. Quando il determinante J ha la forma (3), ed essendo m il mas- 



n 



Simo comun divisore di 7i et/ — J , — ha lafonna 16a*-H-i* e b è dispari. 

2**. Quando il determinante J' ha la forma (4), ed essendo m il mas- 

fi 

Simo comun divisore di fi e V — J' , — ha la forma 4a*-f-i* ed a e b sono 

* m 

numeri dispari. 

Infatti le classi derivate di (1,0,1) hanno il determinante della fonna 
— Q^ ; quindi nel primo caso dovremo avere 

gi = 8h(n — 8A) ; 



(*) Il testo originale di questo capoverso essendo alquanto oscuro venne qua e b\ 
rimaneggiato per renderlo pienamente intelligibile. V. C. 
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8A = I6a*m . » — 8A = />*« 
e mmmzaào 

n = m(l6a* — (/*), g = 4a//m, 

h h durpari ed m è il masdimo eomim diruore di /e e e- 
Nel leeondo eaao avremo 

^' - (» — 2A) (8A — 3«) 
e quindi 

n — 2A =r^ a»m , 8A — 3« = **i» 
onde 

;j r= m(4a* -^ **) , ^ = oAm ; 

a ^ h Hono disparì, ed ;?} è il massimo comuD divisore di n e ^. 

Nel secondo caso una equazione che appartiene a una radica del discri- 
minante è data dalla classe derivata ^(1, — 1,2), ed è 

^a,« _ 2^m -H 2^ = , 

e^l essendo q disparì, la classe è della prima specie: ma, essendo 

2— US 

m = - 

1 — m 

abbiamo 

e quindi i 16 valori di u si riducono ad 8 soltanto, e sono dati dair equazione 

M« -f- l = , 

che sarà un fattore del discriminante. 

Avremo lo stesso fattore nel primo caso, se (> ^ 4 (mod. 8). Se poi nel 
primo caso QrziO (mod. 8) la classe derivata ^(l, — 1,2) apparterrà alla 
seconda specie : ma i 48 valori di u si riducono a 24 soltanto, perchè i va- 
lori di w" distinti sono tre soli, corrispondenti alle tre equazioni 

m« -H 1 = , 09* — 2m -f- 2 = , 2ay« — 2m -f- 1 ^ , 

lo quali danno 

^V) = l-<,«(a,)=l, y»(„) = _l_=_i, e ,.(„,) = -^L. = 2, 

u 8i hauuo i fattori del discriminante 

2m» — 1 , M« -+- 1 , «» — 2 . 
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Le classi derivate di (2,1,2) hanno il determinante della forma — 3^' 
e s' incontrano soltanto allorché, essendo m il massimo comim divisore tra n 

e p, si ha — = 3a* + i* . L' equazioni che danno queste classi, apparten- 

gono alla seconda specie, ma danno soltanto 16 valori distinti per u , perchè 
abbiamo 

quindi per il discriminante abbiamo il fattore 

w'^ — 2^«+l=0. 

Teorema 4. // sistema dei valori delle radici eguali della equa- 
zione modulare è eguale al sistema dei valori di u per i quali essa 
acquista radici eguali. 

Infatti sia or un valore per cui l'equazione modulare acquista radici 
^uali; avremo 

(30) Am«-h2Bay + C = 0, 

e questa equazione apparterrà a una radice del discriminante. Siano le ra- 
dici che divengono eguali 



Poniamo 
onde 



(g'm — (f\ /g[as — a'X 



US = ^ =^^ — —-— 



9 Si 

Sostitaendo nell'equazione (30) avremo 



^ Aff* + 2Btfg' + Cg'« _Q 



(31) ^'«J + 2(^ + B)m. 

(32) Ag:i„i + 2(^ + BV,+^^2±25^2i±M=.o. 

ffi \Sì / ^ 

Tanto nel caso dell' espressioni (15) quanto nel caso dell' espressioni (16) 
per A, B, C si rileva essere: 

Acr* 4- 2B(fg' -h C/« = (mod. n) , 
A(y'« + 2Ba'g[ + Cg? = (mod. n) , 

ed essendo A multiplo di g[g', è chiaro che le due equazioni (31) e (32) 
avranno coefScienti interi. Hanno il determinante eguale al determinante 

52 
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della equazione (30) come è facile a verificarsi, e, poiché (X e tf' sono mul- 
tipli di 16, 

Atf» -4- 2B(fg' -h C/* = C (mod. 8) , 

^ 4- B = B (mod. 4) . 

Dunque appartengono ambedue a una radice del discriminante, e quindi 9{fxJi) 
e (fi^t) sono radici del discriminante. 

Poiché g^^(oii) = (p\oit) le radici del discriminante saranno tutte mul- 
tiple e dello stesso ordine pari di multiplicità delle radici deir equazione 
modulare^ quindi abbiamo il seguente 

Teorema 5. // discriminante della equazione modulare di ordine di- 
spari n è il quadrato di una funzione razionale e intera di u^ moltipli- 
cata per una potenza intera e positiva di u. 

Quando ;2 è un numero primo, V equazione modulare non può avere ra- 
dici multiple che non siano soltanto doppie altro che quando w = , op- 
pure u = l . Infatti affinchè sia 

deve aversi 

Aro* + 2Brar -f- Q = , 

e (X , cr' debbono essere radici della congruenza 

Acr^ -f- 2Bo' -f- C = (mod. n) , 

la quale non ha più di due radici, e affinché sia 

deve aversi 

A ^ (mod. n) , 
2Bo'-t~C = (mod.w), 

ed è chiaro che (T ha un sol valore, e quindi abbiamo il seguente 

Teorema 6. // discriminante delle equazioni modulari di ordine 

primo è il quadrato di una funzione razionale e intera di u^ che ha tutti 

i fattori disuguali moltiplicata per potenze intere e positive di u e 

di 1 — u^. 

Costruiamo alcuni discriminanti più semplici. 

P. /^ — 3 ; avremo f3 = ( — 1)» = — l;p = 2 — 2 = 0, 
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20. 71 = 5 ; *5 = — 1 , (» = 6 — 4 --_- 2 ; onde 
D = M«(l — u^y (i-^au^-h u'') . 
In questo caso le classi di determinante 

J = — 8A(5 — 8A) 
non esistono; quelle di detenninante 

^' = — (5 - 2A) (8A — 15) 
danno soltanto il determinante 

quindi si ha la sola classe (1,0,1) che dà il solo fattore 1 -(- w% e do- 
vendo D essere un quadrato perfetto, abbiamo 

3\ n=7; *, = 1 , q = 12 — 8 = 4] onde 

In questo caso le classi di determinante 

^ = _8A(7 — SA) 

non esistono. Quelle di determinante 

^' = — (7 — 2A)(8A — 21) 

si riducono alla sola (2,1,2) che dà il fattore u^^ — u* ~{-l; perchè T altra 
classe (1,0,3) non appartiene ad alcuna radice del discriminante. Quindi 

Dt = u^{l —u^y{l —u^ -h u'^y . 

40. w = 9; f9 = — 1, N=12, r = 20, r^ = 12 , 

? = 33 — 5 — 12 = 16, 
D9 = M«0(1— w«)»Vii(«^')- 
In questo caso le classi di determinante 

J = — 8A(9 — 8A) 

corrispondono soltanto a J=^ — 8. Le classi di determinante — 8 sono tre, 
ma una di queste è derivata di (1,0,2) e in tutte le forme che le appar- 
tengono abbiamo A ^ 2 (mod. 8) ; e B i^ (mod. 4) e non dà equazioni che 
appartengono a radici del discriminante. Ne rimangono due le quali sono 
rappresentate dalle forme 

(1,0,8), (3,4,8) 
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le quali appartengono alla prima specie, e danno due fattori di secondo grado 
rispetto ad u^. 

Le classi di determinante 

^' = — (9 — 2A)(8A — 27) 

corrispondono soltanto ad A = 4 , ^' = — 5. Ma queste sono due sole rap- 
presentate dalle forme 

(5,5,6), (3,1,2), 

le quali sono di prima specie ; quindi altri due fattori di secondo grado in u^. 
Quindi f{u^) sarà eguale a un polinomio reciproco di ottavo grado inalzato 
a quadrato (0- 



(») n lavoro, che nella mente deirA< doveva essere continuato, rimase interrotto a 
questo punto. V. C. 
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